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Resumen 
 
La presente investigación contempla el diseño y fabricación de un 
rotor multietapas asimétrico y su modelamiento teórico, mediante el 
método de las matrices de transferencia, con el propósito de 
investigar y analizar su comportamiento rotodinámico cuando es 
sometido a cargas laterales y torsionales. El análisis rotodinámico 
incluye la determinación matemática y experimental de las velocidades 
críticas del rotor y la evaluación de los efectos rotodinámicos al 
inducirse desbalance másico y al variar la carga torsional. Los 
resultados obtenidos muestran que variaciones mínimas en los 
coeficientes de rigidez y amortiguamiento, así como el desbalance 
másico inducido en el rotor afectan en gran medida los rangos de 
frecuencia en los cuales se presentan las velocidades críticas del 
sistema. A medida que aumenta la rigidez del sistema multietapas se 
evidencia para una determinada carga de excitación torsional que la 
deformación angular del eje se reduce siempre y cuando se mantenga la 
misma velocidad de operación.  
Palabras clave: rotodinámica, velocidad crítica, rigidez, 
amortiguamiento, vibración torsional, vibración lateral. 
 
Abstract 
The present investigation contemplates the design of a multistage 
asymmetric rotor supported on journal bearings and modeled 
mathematically by the method of transfer matrices to investigate and 
analyze rotordynamic behavior when it is subjected to lateral and 
torsional loads. The Rotordynamic analysis involves mathematical and 
experimental determination of the critical speeds of the rotor and the 
evaluation of the rotordynamic effects induced by masic unbalance and 
when the torsional load varies. The results show that slight 
variations in the stiffness and damping coefficients and the masic 
imbalance induced in the rotor greatly affect the frequency ranges in 
which the system critical speeds appear. As stiffness increases in the 
multistage system for a given load excitation the angular deformation 
of the shaft is reduced as long as the rotor maintains the same 
operating speed. 
Keywords: Rotordynamic, critical speed, stiffness, damping, torsional 
vibration, lateral vibration. 
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1. Capítulo 1. 
Introducción 
 
1.1. Motivación 
 
El desarrollo de la presente investigación busca formular un modelo 
matemático teórico para el análisis del fenómeno de vibración 
lateral y vibración torsional en una máquina rotativa sometida a 
carga combinada fluctuante. De igual forma, mediante el diseño y 
construcción de un banco de pruebas, se busca contrastar los 
resultados teóricos de cada fenómeno de vibración (lateral y 
torsional) y a su vez facilitar a los estudiantes de Ingeniería 
Mecánica la realización de diversas pruebas experimentales en tiempo 
real para que desde la academia y posteriormente en el desarrollo de 
su profesión puedan  analizar el desempeño dinámico de una máquina 
rotativa multietapas. 
 
A continuación se relacionan los objetivos específicos de la 
investigación:  
 
1. Desarrollar un modelo matemático mediante el empleo de las 
leyes de movimiento de Newton, las ecuaciones de 
conservación de la energía y la metodología de matrices de 
transferencia que permita estudiar el desempeño 
rotodinámico de un eje no simétrico sometido a cargas 
dinámicas lateral y torsional.  
2. Establecer las velocidades críticas de diseño (laterales y 
torsionales) que afectan en mayor medida la estabilidad 
rotodinámica del eje no simétrico. 
3. Evaluar la estabilidad rotodinámica de un rotor flexible 
sometido a carga combinada mediante una instalación 
experimental, y de esta forma validar el modelo teórico 
desarrollado.  
 
1.2. Metodología 
 
El desarrollo de la investigación inicia con el establecimiento de 
las ecuaciones de movimiento del rotor multietapas las cuales se 
rigen por los principios de conservación de la energía, la estática 
y dinámica de las cargas sobre el eje, y las deformaciones y 
esfuerzos generados. La longitud del eje es finita y en el modelo se 
contemplan varias secciones de eje con discos, emulando las etapas 
de una turbina o los impulsores en una bomba centrifuga.  
17 
 
 
 
El rotor se diseña como una viga horizontal sobre la cual actúan 
cargas transversales y torsionales soportadas en sus extremos por 
cojinetes de deslizamiento que absorben las cargas radiales y 
axiales y ejercen sobre el sistema una fuerza de amortiguamiento 
(garantizada por la película lubricante). La carga torsional límite 
es conocida y corresponde al torque máximo de entrada suministrado 
por un motor eléctrico de velocidad controlable. El modelo se 
presenta en función de un número flexible y seleccionable de hasta 
siete etapas, lo cual permite emular un número amplio de condiciones 
ó aplicaciones industriales. Mediante el empleo de las matrices de 
transferencia se da solución (utilizando Matlab) a las ecuaciones 
del comportamiento dinámico del sistema; lo que permite obtener los 
autovalores del rotor.  
A la par del desarrollo del modelo teórico, se ejecuta el diseño de 
una instalación experimental, que permite mediante pruebas prácticas 
validar el comportamiento del rotor modelado. Este comportamiento 
dinámico se analiza mediante la evaluación de niveles de severidad 
de vibración lateral en los gráficos de espectro, análisis del 
desempeño del rotor al pasar por velocidades críticas y gráficas de 
órbitas. La vibración lateral del rotor multietapas se registra con 
dos acelerómetros instalados ortogonalmente en los cojinetes de 
deslizamiento. Las señales de los acelerómetros se llevan a un 
computador, en donde previamente se han configurado en el software 
Labview los gráficos fundamentales de onda tiempo, espectro y 
órbita. En cuanto al fenómeno de vibración torsional, para la 
generación del torque resistivo y la respectiva medición se emplea 
un freno de partículas magnéticas con control variable de tensión lo 
que permite ir variando controladamente la tensión (24 VAC) para 
frenar el rotor y tomar lecturas de corriente, par y potencia de 
salida del motor. Simultáneamente, se mide la deformación angular 
del rotor en los extremos utilizando dos encoders previamente 
instalados lo más próximos a cada cojinete girando solidarios al 
rotor y cuyas señales de deformación también son llevadas al 
software Labview para su manipulación e interpretación.  
La instalación experimental permite estructurar diferentes pruebas 
dinámicas, tales como desbalance másico con desfase relativo entre 
casa impulsor (los cuales son fácilmente desmontables), variación 
del desbalance residual  al adherir masa a una cierta distancia del 
centro de gravedad del rotor en uno o en todos los impulsores, 
inducción de desalineamiento entre motor y rotor en cualquiera de 
los tres planos (horizontal, vertical y axial), variación de la 
carga del motor al modificar la tensión del controlador del freno 
magnético (incrementando el torque) a bajas frecuencias (menores de 
30 Hz) y por ende variación en la deformación angular a lo largo del 
rotor (fenómeno de  vibración torsional), entre otras. 
Dada la metodología descrita, al final de la investigación se busca 
disponer de un conjunto de herramientas teóricas y experimentales 
que faciliten desde la academia el estudio y análisis de los 
fenómenos de vibración lateral y vibración torsional considerando 
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los efectos dinámicos que se presentan en las máquinas rotativas 
multietapas a medida que se modifican los parámetros del diseño y/o 
las cargas dinámicas que se ejercen sobre el rotor.   
 
1.3.  Estructura del documento 
 
Con el objetivo de presentar de una forma estructurada el desarrollo 
de la investigación y los resultados obtenidos, el presente documento 
se divide en seis capítulos, que llevan al lector de una manera 
organizada y secuencial a comprender y sacar provecho de los objetivos 
y resultados obtenidos. 
En el primer capítulo se presentan las razones que dieron origen a la 
investigación, los objetivos y la metodología a utilizar. Lo anterior 
con el fin de dar a conocer la motivación fundamental del estudio 
propuesto. En el Capítulo II, se establece el estado del arte del 
modelamiento y análisis del comportamiento dinámico de rotores 
(especialmente de turbo máquinas), con el propósito de estudiar  y 
conocer los trabajos desarrollados por expertos en el tema. En el 
mismo capítulo se referencian investigaciones que orientan al lector a 
entender el fenómeno en estudio. En el Capítulo III, se efectúa el 
planteamiento del modelo matemático del rotor multietapas, iniciando 
con las ecuaciones que describen el fenómeno de vibración lateral, y 
en segundo lugar se plantean las ecuaciones que describen el fenómeno 
de vibración torsional. Al final del capítulo se deja plasmado el 
modelo matemático objeto de estudio (mediante el método de matrices de 
transferencia) y que se utilizará para determinar las frecuencias 
naturales laterales y torsionales, y las formas modales del rotor. En 
el Capítulo IV, se presenta de manera detallada el diseño y desarrollo 
de la instalación experimental en tres fases: en primer lugar se 
muestra el diseño mecánico del rotor y de los cojinetes de 
deslizamiento, en segunda instancia se presenta la concepción del 
diseño en cuanto al sistema de adquisición de señales e 
instrumentación asociada al banco de pruebas. Finalmente, se describen 
los procedimientos experimentales tanto para las pruebas de vibración 
lateral como las de vibración torsional. En el Capítulo V, se 
presentan los resultados (matemáticos y gráficos) obtenidos en el 
modelamiento matemático descrito en el Capítulo III y se contrastan 
con los resultados experimentales obtenidos en el desarrollo del 
Capítulo IV. Finalmente, en el Capítulo VI, se presentan las 
conclusiones de la investigación y se referencian las recomendaciones 
para futuros trabajos en esta área.  
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2. Capítulo 2.  
Estado del Arte: Modelamiento y Análisis del 
Comportamiento Rotodinámico de Turbomaquinaria 
 
 
A nivel teórico, los orígenes de los estudios rotodinámicos datan de 
comienzos de siglo cuando el modelo de dos grados de libertad del 
sistema de masa resorte fue usado por Rankine [1] en su intento por 
explicar el comportamiento de las velocidades críticas del rotor. 
Rankine utilizó erróneamente la segunda ley de Newton en un sistema 
coordenado rotando y predijo que la máquina nunca excedería su primera 
velocidad crítica. Posteriormente, los análisis rotodinámicos 
adquirieron mayor arraigo con el planteamiento del modelo de Jeffcott 
[2], quien analizó la respuesta de máquinas rotando a altas 
velocidades con excitación causada debido a la fuerza de desbalance.  
El diseño de Jeffcott (Figura 2-1) se fundamentó en un rotor rígido 
simétrico caracterizado porque su velocidad de régimen no supera su 
primera velocidad crítica (la rigidez del sistema incluye la sumatoria 
de las rigideces de soportes y disco, y considera que la masa de todos 
los componentes participan en el movimiento vibratorio), soportado en 
extremos rígidos y donde la viscosidad actúa como medio de 
amortiguamiento. El rotor contemplaba un disco de masa desbalanceada 
montado en la parte central del eje flexible.  
Figura 2-1. Rotor de jeffcott.  
 
 
 
 
 
Este modelo fue el primero desarrollado y analizado en forma completa 
mediante la formulación matemática de la dinámica del movimiento del 
cuerpo en estudio. Los resultados del modelo explicaron como la 
amplitud de giro del rotor (órbita) alcanza su máximo valor a la 
velocidad crítica, pero disminuye su amplitud cuando se supera la 
velocidad crítica debido al cambio de fase que se presenta y que se 
denomina “inversi n de velocidad crítica”.  
El modelo de Jeffcott sin embargo, es tan solo una guía pero no el 
modelo más apropiado para el estudio de rotores flexibles; los cuales 
hoy en día son los de mayor presencia en la industria y los más 
Soportes 
Rígidos 
Disco 
Desbalanceado 
Eje elástico 
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confiables para desempeño en equipos de alta velocidad y alta 
potencia. Los diseñadores de rotores han optimizado sus procedimientos 
y postulados en estática, dinámica y resistencia de materiales, con el 
fin de mejorar prototipos anteriores. Estas mejoras han hecho que el 
desarrollo de los modelos matemáticos de un rotor contemplen una gran 
cantidad de ecuaciones de solución compleja con la metodología 
tradicional, y que requieren de herramientas computacionales para 
efectos de hacer menos difícil el estudio de la rotodinámica.  
El estudio de la dinámica de rotores flexibles se puede abordar 
principalmente con el uso de ecuaciones de energía, el método de 
balance armónico y las ecuaciones de movimiento de Newton. La 
combinación de estos procedimientos en el estudio de cada diseño 
particular, conlleva a encontrar y responder las inquietudes 
particulares del desempeño de un rotor bajo diferentes escenarios de 
carga [3].  
Existen dos herramientas (matemáticas computacionales) que han dado un 
gran aporte a la Ingeniería en el estudio de la rotodinámica; siendo 
ellas el método de los elementos finitos (MEF) y el método de las 
matrices de transferencia. El MEF con mayor frecuencia se emplea para 
analizar solución de problemas dinámicos en el dominio de la 
frecuencia; aunque también en ocasiones para el diseño y estimación 
del desempeño de rotores. Por su parte, el método de las matrices de 
transferencia se emplea exclusivamente en el diseño y estimación del 
desempeño dinámico de rotores.  
A continuación se relacionan algunos de los trabajos pioneros en el 
estudio rotodinámico de rotores desarrollados por autores que han 
usado la metodología de elementos finitos en sus formulaciones: Vollan 
y Komzsik [4] estudiaron con elementos finitos la dinámica de un 
sistema rotor-bearings (rotor en voladizo de una turbina de viento) 
mediante el concepto básico de la viga de Timoshenko, calcularon las 
respuestas al desbalance a diferentes velocidades de giro considerando 
dos casos: usando rodamientos no amortiguados isotrópicos y 
rodamientos amortiguados ortotrópicos; Genta [5] estudió las 
respuestas al desbalance y las velocidades de giro de un rotor 
multietapas con múltiples apoyos (cojinetes); en la cual concluyó que 
cualquier amortiguamiento inherente al material del eje no afecta la 
respuesta al desbalance del mismo si los rodamientos son isotrópicos, 
pero caso contrario ocurre cuando los rodamientos son ortotrópicos 
causando órbitas sincrónicas elípticas. Muszinska [6] estudió y modeló 
mediante el método de los elementos finitos la respuesta en estado 
estable de un rotor rígido asimétrico (de un solo eje y un solo 
impulsor); los resultados de su investigación les permitió concluir 
que las respuestas del rotor en estado estable a la velocidad 
sincrónica e incluso a velocidades superiores pueden ser estimadas de 
forma muy precisa.  
De otra parte, la metodología de las matrices de transferencia, ha 
sido empleada entre otros por Lee and Kang [7], en el estudio de la 
combinación de carga torsional y lateral en un rotor simétrico. Para 
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su análisis Lee utilizó los ángulos de Euler [8] para describir las 
orientaciones del rotor (elemento de eje y disco). En su 
investigación, Lee encontró que cuando el torque y la fuerza de 
desbalance del rotor excitan simultáneamente el sistema, las 
frecuencias (n-1)X y (n+1)X predominan junto a la fundamental 
(velocidad de giro) en el dominio de las frecuencias. Al igual que Lee 
and Kang, en la presente investigación se emplea el concepto de los 
ángulos de Euler en el modelamiento de los discos (impulsores) sobre 
el eje multietapas en estudio. Rao [9] utilizó esta misma metodología 
para analizar la respuesta lateral transiente y las inestabilidades de 
un rotor sometido a excitación por carga torsional. Rao concluyó en su 
análisis que el efecto lateral causado por la carga torsional era poco 
significativa, aún con el rotor operando en su rango de velocidades 
críticas. Una evaluación y análisis similar se presenta en las pruebas 
experimentales de la presente investigación.   
Schwibinger y Norman [10] evaluaron con la metodología de matrices de 
transferencia la estabilidad rotodinámica de un sistema de transmisión 
de potencia (caja de velocidades) soportado en cojinetes. En su 
investigación, Schwibinger y Norman, encontraron que al ignorar el 
análisis clásico de autovalores la combinación de vibración lateral y 
torsional en un sistema de caja de engranajes puede causar serios 
errores en la predicción de estabilidad de un rotor. Al-Beedor [11] 
mediante esta misma metodología estudió el comportamiento rotodinámico 
y térmico de una aleta típica (elástica) montada en un eje flexible en 
la dirección torsional. Los resultados del modelamiento y la 
simulación efectuada por Al-Beedor exhibieron fuerte dependencia y una 
interacción energética entre las deformaciones torsionales del eje y 
las deformaciones flexibles de la aleta. Adicionalmente y empleando la 
misma metodología de matrices de transferencia, Al-Beedor [12] 
presentó un modelo rotodinámico para interpretar la combinación de 
vibración transiente lateral y torsional del rotor elemental de 
Jeffcott. Los resultados de su modelamiento demostraron la existencia 
débil de combinación inercial e interacción no lineal entre la 
vibración lateral y torsional del rotor.  
Investigaciones recientes y complementarias a las ya descritas 
evidencian desarrollos académicos y prácticos con resultados 
específicos para cada aplicación. A continuación se referencian los 
resultados específicos de investigaciones realizadas por diferentes 
autores en vibración torsional y en vibración lateral: Corbo, Mark y 
Cook [13] analizaron el fenómeno de vibración torsional en motores 
sincrónicos como fuente motriz de turbo máquinas. Los resultados de su 
investigación mostraron que los torques de arranque de los motores 
sincrónicos pueden llegar a ser extremadamente peligrosos, y por ende 
deben ser cuidadosamente estudiados en el diseño de turbo máquinas 
debido a los elevados torques pulsantes que se generan cuando se 
magnetiza el rotor. También concluyeron que el factor de seguridad que 
tradicionalmente se maneja como 2, es apropiado para condiciones de 
análisis de estado estable, pero se considera muy conservativo para 
análisis transiente. Es de anotar que en la presente investigación se 
mitiga el fenómeno del arranque del motor sincrónico al usar un 
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Variador de velocidad (VSD) y se utiliza un factor de seguridad de 2, 
similar a lo usado por Corbo y Cook. Nestorides [14] estudió el 
fenómeno de vibración torsional enfatizando en el efecto del 
amortiguamiento del sistema  en varios trenes de ejes de bombas 
centrifugas. La investigación lo llevó a concluir que un mayor 
amortiguamiento aerodinámico ejercido en los impulsores reduce el 
factor de amplificación de las diferentes frecuencias de resonancia de 
un rotor en particular. En la presente investigación no se contrastará 
experimentalmente este fenómeno, estudiado por Nestorides, dado que no 
se considera el efecto aerodinámico que ejerce el fluido bombeado o 
comprimido en los impulsores del rotor. Hilscher Martin, VolkerHutten 
y Zurowsky Rainer [15] estudiaron las interacciones (mecánicas y 
eléctricas) torsionales en un motor-compresor de 75 MW y concluyeron 
que las frecuencias naturales torsionales de alto orden del sistema en 
estudio no llegaban a ser excitadas por el gap eléctrico del motor 
(entre hierro), debido al bajo factor de amplificación del sistema 
mecánico. Kern Ulrich, Leonhard Martin y Reischl Klaus [16] estudiaron 
y analizaron como los equipos con fuente de potencia eléctrica excitan 
la vibración torsional y lateral en un turbocompresor. Los resultados 
de su análisis les indicaron que los mayores niveles de vibración 
(superando limites críticos de estabilidad dinámica) en el compresor 
se presentaban en las frecuencias eléctricas de línea. Lo anterior, 
después de ahondar en la investigación les permitió concluir que los 
componentes (motor y compresor) habían sido diseñados y seleccionados 
de forma independiente y no se consideraron en su concepción y montaje 
las frecuencias naturales y las formas modales particulares y su 
efecto dinámico en el otro componente. Es muy importante y crítico 
para un diseñador de un sistema rotativo tomar en consideración las 
conclusiones a las que llegaron Kernd, Leonhard, y Reischl en su 
investigación. Hataya Takeshi, Kita Masayuki, y Tokimasa Yasunory [17] 
plantearon un método de análisis rotodinámico que consideraba la 
vibración conjunta torsional y lateral en un tren de compresores con 
incrementador de velocidad. En su análisis concluyeron que  la 
vibración lateral y torsional interactúa una con respecto a la otra, 
dependiendo del modo de vibración característico que predomine en el 
incrementador de velocidad. De esta forma concluyeron que la vibración 
lateral puede llegar a ser excitada por los modos de vibración del 
sistema acoplado, y que normalmente no aparecen cuando se hace un 
análisis de vibración lateral independiente. Walker [18] calculó y 
verificó las frecuencias naturales torsionales para una cadena de 
turbo máquinas. El autor concluyó que la predicción analítica de las 
frecuencias naturales torsionales es muy precisa, siempre y cuando se 
usen apropiadamente las técnicas matemáticas de modelamiento. Para 
sistemas sin amortiguamiento los investigadores encontraron que el 
error en la predicción analítica es de menos del 5% respecto de las 
frecuencias medidas experimentalmente, lo que les permitió concluir 
que la predicción analítica bien diseñada es una herramienta 
fundamental en el diseño de turbo máquinas en referencia a rangos de 
velocidad críticas torsionales. Nestorides [19] también estudió el 
amortiguamiento torsional en un rotor en estado transiente y en estado 
estable. En su investigación Nestorides encontró que la mayoría de los 
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problemas de vibración torsional en una turbo máquina pueden ser 
predichos antes de la instalación final mediante un adecuado análisis 
torsional. Adicionalmente, Brown probó que todo sistema rotativo que 
evidencia vibración torsional puede ser fácilmente ajustado mediante 
cambios menores de la rigidez torsional en los elementos flexibles de 
acople. 
En la presente investigación no se contempla el análisis del fenómeno 
estudiado por Nestorides referente a la absorción de vibración 
torsional ejercida por el acople flexible que se emplea entre el rotor 
y el freno de partículas magnéticas debido a que no se realizaran 
ajustes ni modificaciones en el mismo. Wachel y Szenasi [20] 
investigaron la vibración torsional a nivel general en máquinas 
rotativas. Los investigadores concluyeron en su análisis que la 
severidad de las oscilaciones torsionales y los esfuerzos dependen de 
la relación entre la velocidad de rotación y de las frecuencias de 
excitación generadas por los torques inestables. Adicionalmente, 
concluyeron que las velocidades críticas torsionales de un rotor deben 
estar al menos 10% por debajo de la velocidad de rotación nominal de 
la máquina y/o un 10% por encima de la velocidad de disparo 
(Turbomaquinaria). Los investigadores encontraron que para algunos 
sistemas los múltiplos de la frecuencia de operación y las frecuencias 
de paso de los alabes pueden excitar frecuencias naturales 
torsionales.  
Atkins Kenneth, Tison James y Wachel J.C [21] analizaron las 
velocidades críticas en una bomba centrifuga multietapas considerando 
las variaciones en amortiguación y rigidez tanto de los cojinetes de 
película fluida como en los sellos de laberinto. Los investigadores 
efectuaron cálculos teóricos de predicción de respuesta al desbalance 
y compararon los resultados con los datos experimentales; llegando a 
la conclusión que la alta diferencia en los resultados (teóricos vs. 
experimentales) de velocidades críticas conllevaba a realizar 
investigaciones adicionales y más profundas sobre cómo afecta el 
amortiguamiento y la rigidez de los sellos de película fluida en la 
estimación de velocidades críticas laterales. También, concluyeron que 
dependiendo de los métodos usados para calcular las propiedades de los 
sellos, existirán diferencias en los cálculos de la región de 
velocidades críticas laterales. 
Crawford, Myrick, y Schumpertd [22] estudiaron y analizaron, mediante 
el cambio y control de la primera velocidad crítica en un ventilador 
centrifugo en voladizo (overhung), el comportamiento dinámico del 
rotor de  un ventilador. El ventilador objeto de su investigación 
perteneciente a una cadena de varios sistemas similares durante varios 
años operó a 1900 rpm, pero por condiciones operacionales y con el 
consentimiento de su fabricante (quien confirmó que su primera 
velocidad crítica estaba en el orden de los 3000 rpm) se llevó a 
operar a 2080 rpm. Después de realizado el cambio se evidenció por 
parte del usuario final (ingenieros de la planta de dióxido de titanio 
en New Johnsonville, Tennessee) altos niveles de vibración, mayor 
sensibilidad al desbalance y en algunos casos en particular se 
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evidenció falla catastrófica por daños prematuros en los rodamientos 
del rotor. Los análisis realizados por los investigadores les 
permitieron concluir que la primera velocidad crítica, de varios de 
los ventiladores centrífugos de la planta, oscilaba entre 1700 rpm y 
2405 rpm. También concluyeron que la rigidez del volante (aspa) en un 
ventilador centrífugo en voladizo cambia en mayor medida el rango de 
frecuencias en la que se puede presentar la primera velocidad crítica 
en estos sistemas. Adicionalmente, los autores concluyeron que el 
efecto giroscópico y las fuerzas de momento actuando en una rueda de 
ventilador centrífugo en voladizo (Overhung) pueden llegar a variar en 
un 37% el rango de frecuencias en donde se presenta la primera forma 
modal. Gracias al análisis desarrollado por Crawford, Myrick, y 
Schumpert, se dio por solucionado en forma definitiva el problema de 
fallas prematuras en los ventiladores. En el desarrollo de las pruebas 
experimentales de la presente investigación podremos visualizar un 
efecto similar al estudiado por Crawford, Myrick y Schumpert debido al 
desbalance másico inducido en el rotor a diferentes frecuencias de 
giro. De otra parte, Kocur y Nicholas [23] estudiaron el 
comportamiento de Turbo máquinas (compresores) operando en ó cerca a 
la segunda velocidad crítica de acuerdo a las especificaciones y 
criterios del API. Kocur y Nicholas concluyeron que no es posible 
determinar con precisión la segunda velocidad crítica de un rotor sin 
considerar apropiadamente el efecto de la flexibilidad de los 
soportes. También concluyeron que de acuerdo a los criterios de la 
segunda versión del API 612, los rotores que se diseñaron bajo ese 
estándar no requieren de una prueba de sensibilidad al desbalance para 
determinar si pueden o no operar cerca de su segunda velocidad 
crítica; además, basado en los criterios de la tercera versión del API 
612, los rotores diseñados bajo este estándar si requieren que se les 
efectúe un análisis de sensibilidad al desbalanceo cuando se pretende 
que operen cerca de su segunda velocidad crítica. Elliott, Evans y 
McCraw [24] estudiaron la mitigación de la vibración por resonancia en 
un incrementador de velocidad helicoidal de doble eje. Los resultados 
de la investigación les permitió concluir que la causa de las dos 
resonancias presentes en el incrementador (velocidad natural propia y 
resonancia estructural) eran excitadas por desbalance en el acople. 
Modificaciones realizadas al diseño de los cojinetes tiltin-pad les 
permitió resolver el problema de la velocidad crítica y modificaciones 
estructurales les permitió resolver el problema de la resonancia 
estructural. Finalmente, Murphy, Trippy y Vance [25] estudiaron las 
velocidades críticas en turbomaquinaria, su predicción computacional y 
su contraste con mediciones experimentales. Los investigadores 
concluyeron que la exactitud en la predicción computacional de las 
velocidades críticas depende de tres factores: en primer lugar de la 
exactitud del modelo de vibración libre del rotor, el cual es función 
del modelo elástico de este último. En segundo lugar, depende de la 
precisión en la estimación de los coeficientes de amortiguación y 
rigidez de los cojinetes, los cuales son dependientes de la velocidad 
de giro en el caso de los cojinetes de deslizamiento de película 
fluida. En tercer lugar, la precisión en la estimación es dependiente 
de las propiedades dinámicas de los soportes del rotor, las cuales se 
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determinan de forma experimental. Los investigadores llegaron a la 
conclusión que las primeras dos o tres velocidades críticas en 
cualquier máquina industrial pueden ser confiablemente predeterminada 
con errores no mayores a 7%; siempre y cuando se utilicen métodos de 
estimación lineal en la predicción computacional y se incluyan 
apropiadamente las propiedades de rigidez de los cojinetes y la 
impedancia de la fundación en donde se soporta el rotor. El análisis 
se efectuó por parte de los investigadores considerando que el rotor 
utiliza cojinetes tiltin-pad. Para el caso de la presente 
investigación se utilizará como referencia el estudio realizado por 
Murphy, Tripp y Vance, pero considerando cojinetes de deslizamiento 
planos. 
Sin lugar a dudas, numerosas investigaciones se han desarrollado con 
el empleo de herramientas computacionales buscando alcanzar un modelo 
cada vez más completo.  Precisamente, uno de los objetivos principales 
de esta investigación es plasmar un modelo rotodinámico para un rotor 
sencillo que contemple la mayor parte de las variables que afectan su 
desempeño, cuando éste es sometido a cargas laterales y torsionales. 
Dentro de esas variables están el efecto giroscópico, la geometría del 
rotor, el amortiguamiento del sistema (relacionado con el tipo de 
lubricación), las cargas fijas sobre el eje, la velocidad de rotación, 
el desbalance másico, el tipo de apoyos y la rigidez y elasticidad del 
sistema. Una apropiada formulación matemática conlleva al diseñador a 
tener una mejor predicción de la respuesta de estado estable y 
transiente de un rotor cuando se encuentre en operación; facilitando 
el control de las variables críticas y aumentando la confiabilidad del 
sistema especialmente a altas velocidades.  
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3. Capítulo 3.  
Planteamiento del Modelo Matemático 
 
3.1. Análisis de vibración lateral 
 
Todo sistema rotodinámico tiene un número discreto de frecuencias 
naturales e igual número de formas modales. Cuando una frecuencia 
natural es excitada por la fuerza de desbalance a la velocidad de 
rotación del eje estamos ante una o varias condiciones de velocidad 
crítica del rotor (Figura 3-1). Bajo esta condición el rotor no vibra 
sino que se flecta dentro de su forma modal asociada a la frecuencia 
natural y gira alrededor de la línea central de los cojinetes en los 
cuales está apoyado [26].  
Las formas modales de un rotor son importantes para describir el modo 
en que se comporta un sistema. Estas formas modales son determinadas 
por la distribución de la masa y la rigidez a lo largo del rotor. 
Figura 3-1. Gráfica de deflexión vs velocidades de giro. 
 
A medida que se introduce una cierta cantidad de amortiguamiento, el 
comportamiento sincrónico del rotor a su velocidad de giro permitirá 
visualizar los niveles de amplitud de vibración de cada punto (los 
cuales por practicidad se miden en los apoyos). Estos niveles de 
amplitud son originados por las fuerzas de desbalance y están en 
función de la velocidad de giro del rotor. En la operación de una 
máquina, el objetivo es que el rotor pase de forma rápida las regiones 
de velocidades críticas (en las diferentes formas modales) para evitar 
la coincidencia (estar en fase) del punto pesado y el punto alto del 
rotor lo cual genera amplificación de los niveles de vibración del 
sistema [27]. 
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Para llevar un control, de los rangos de velocidades por los que pasa 
un rotor durante sus arranques y paradas, se puede generar un mapa de 
velocidades críticas. Este último se obtiene al graficar en el eje (x) 
la rigidez de los soportes (cojinetes) y en el eje de las ordenadas 
(y) las velocidades críticas del rotor (Figura 3-2). Si el 
amortiguamiento del sistema es elevado puede incluso llegar a 
“ocultar” una o dos velocidades críticas de una máquina. A 
continuación se presentan las principales formas modales (en función 
de la rigidez) que se presentan en máquinas rotativas.  
Figura 3-2. Formas modales del rotor vs rigidez. 
 
 
En adelante y dependiendo de la configuración particular de cada 
rotor, se pueden obtener las n formas modales del sistema excitadas 
por fuerzas laterales de desbalance másico.  
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3.1.1. Ecuaciones de movimiento del rotor 
 
Para el caso del análisis de vibración lateral, las frecuencias 
naturales del rotor dependen fundamentalmente de la velocidad de giro, 
del efecto giroscópico y de las propiedades (rigidez) de los cojinetes 
de soporte. Se debe tener en cuenta que las ecuaciones diferenciales 
que describen el desbalance del rotor y las frecuencias naturales son 
ecuaciones no homogéneas. Uno de los métodos de solución más 
desarrollado y refinado para análisis de respuesta a desbalance y 
velocidades críticas es el método de las matrices de transferencia. El 
análisis del modelo de vibración lateral se puede plantear a partir de 
las ecuaciones de movimiento para un sistema flexible (impulsores 
rígidos conectados por ejes flexibles y soportados por cojinetes 
flexibles) las cuales se derivan de la ecuación de Lagrange [26], 
    
           
 
 
      
      
 
 
     
           
 
            
En donde:  
                                  (rad/s) 
                                                            
                                                                                   
    
                                                                        
   
                                                      
                                                                                                   
                                                                                                                 
La ecuación (3.1) representa la energía cinética del rotor, y se 
expresa en función de los ángulos       , debido a que en la realidad 
cada sección del rotor (eje y disco) experimenta movimientos relativos 
a las coordenadas cartesianas (estos ángulos se visualizan mejor 
utilizando la metodología de los ángulos de Euler).  
Para efectos prácticos, desde la etapa de diseño se busca que los 
ángulos       sean pequeños (casi imperceptibles), para efectos que los 
resultados experimentales converjan con más precisión a las 
estimaciones obtenidas mediante el modelamiento matemático.  
A partir de la formulación de Lagrange se tiene,  
 
  
 
  
    
  
  
   
                 
Remplazamos en vibración lateral, el    por X, Y,       respectivamente.  
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En donde: 
                                             
Remplazando (3.1) y (3.4) en (3.2) se determinan las cuatro ecuaciones 
que describen el movimiento de un impulsor ó etapa: 
        
                                         
               
               
Los términos       y       hacen referencia al efecto (momento) 
giroscópico del sistema rotodinámico. El efecto giroscópico tiende a 
rigidizar el rotor cuando gira en forward y lo tiende a desrigidizar 
cuando gira en backward (precesión). De esta forma aumentan o 
disminuyen las frecuencias naturales y las velocidades críticas en las 
diferentes formas modales.  
Un modelo rotodinámico con N impulsores o etapas tiene entonces 4N 
ecuaciones de movimiento, de acuerdo con (3.6). Se debe tener en 
cuenta que los términos del lado derecho de la ecuación (3.6) obedecen 
a varios criterios: 
 Fuerzas de fricción internas y elásticas ejercidas por el eje en 
cada impulsor.  
 Fuerzas de desbalance másico. 
 Fuerzas del fluido. 
 Fuerzas de los rodamientos. 
Las fuerzas de desbalance másico hacen referencia a la distribución 
del desbalance a lo largo del rotor, e incorporan el hecho que el 
centro de gravedad está excéntrico respecto del centro geométrico, de 
cada etapa ó impulsor en el rotor. La fuerza de desbalance en cada 
disco se representa por:   
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    Simboliza el ángulo entre el eje del rotor y el vector fuerza de 
desbalance.  
Por lo general, se recomienda asumir este último ángulo como cero, a 
no ser que se conozca cómo está distribuido el desbalance a lo largo 
del rotor. Así mismo, para el análisis de autovalores (frecuencias 
naturales) las componentes de la fuerza de desbalance se hacen iguales 
a cero para que las ecuaciones diferenciales sean homogéneas como se 
requiere [28].  
Figura 3-3. Gráfica de análisis del sistema de vibración lateral 
 
Aplicando las ecuaciones de movimiento para el modelo rotodinámico de 
N impulsores se tiene: 
  
       . Tomando como referencia [29] la rigidez y el amortiguamiento 
en los cojinetes se definen de la siguiente forma: 
     
 
              
 
  
                 
En donde:   es la excentricidad existente entre el centro del eje y el 
centro del cojinete de deslizamiento. 
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Para el caso de los impulsores, desde la perspectiva teórica se 
infiere que una buena aproximación para los coeficientes de 
amortiguamiento dada por Vance John [30], consiste en establecer una 
relación de proporcionalidad de la forma       , en donde existe una 
relación de amortiguamiento modal para cualquier modo de vibración 
(lateral y torsional):  
   
 
 
                          
En donde:                                       
De esta forma, los coeficientes de amortiguamiento de una estación a 
otra se determinan así: 
       
        
  
                    
Otra alternativa más sencilla y rápida también planteada por Vance de 
determinar los coeficientes de amortiguamiento de los impulsores es 
considerar un modelo de dos inercias para la estación n: 
    
               
           
 
         
                
             
                  
A lo largo del desarrollo de la investigación emplearemos (3.19) para 
el cálculo de los coeficientes de amortiguamiento de los impulsores 
para cada sección del rotor.  
De otra parte, las fuerzas en x (   ) del sistema están asociadas a 
las componentes de rigidez, amortiguamiento, y desbalance másico en la 
dirección x.  
                                     
En donde: 
K: Rigidez del Sistema; C: Amortiguamiento del Sistema y D: Inercia. 
Las matrices de los coeficientes de rigidez y amortiguamiento del 
sistema definen las fuerzas y momentos en cada disco en las 
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direcciones X, Y,   y  . De esta manera, la fuerza en un disco en la 
dirección X, debida al desplazamiento y velocidad del disco se define 
así: 
                                                                      
                                                                    
                                                  
Despreciando el coeficiente de inercia (D) se tiene,  
                                                                    
           
 
  
  
  
  
   
                         
                        
                        
                         
   
 
 
 
 
   
                              
                           
                           
                            
   
  
  
  
  
                   
Por ejemplo, para un rotor con siete etapas ó impulsores se tiene:  
       
 
   
                                 
 
   
   
 
   
                  
 
   
                
Cada impulsor tiene 4 grados de libertad (X, Y,  ,  ), los cuales se 
describen por 4*N ecuaciones de segundo orden (cada estación y por 
ende cada ecuación está definida por un disco más la sección de eje 
adyacente (Figura 3-4). 
Figura 3-4. Diagrama de cuerpo libre del impulsor y de la sección de 
eje adjunta al impulsor en la estación Nth con sus respectivas 
fuerzas, momentos y coordenadas. 
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Los análisis más sencillos parten de asumir que un sistema es no 
amortiguado (C=0) y se calculan las frecuencias naturales no 
amortiguadas asumiendo que solo actúan las fuerzas elásticas que 
ejercen los cojinetes sobre el eje. Posteriormente, se hace el mismo 
procedimiento de cálculo de las frecuencias naturales de un rotor 
considerando sus parámetros de amortiguamiento. Se debe tener presente 
que aunque el propósito principal de introducir amortiguamiento en un 
sistema rotodinámico es reducir las amplitudes de giro sincrónicas 
originadas por fuerzas de desbalance másico del rotor, el 
amortiguamiento también ayuda a suprimir potenciales inestabilidades 
rotodinámicas del sistema. En seguida, se descartan simetrías de 
rigidez y amortiguamiento y se calculan las frecuencias naturales del 
sistema haciendo los determinantes de la matriz característica igual a 
cero. Finalmente, y aunque únicamente se considera en desarrollos 
estrictamente teóricos, se incluyen los coeficientes de inercia en las 
ecuaciones de fuerzas externas y se procede nuevamente a calcular las 
frecuencias naturales.  
En (3.21) se observan los 32 coeficientes (de rigidez y de 
amortiguamiento respectivamente) que definen las fuerzas y momentos en 
cada disco del rotor. Los elementos de la diagonal de la matriz de 
rigidez son llamados “coeficientes de rigidez  de efecto cruzado” y 
asocian los mecanismos (fuentes) de desestabilización de un sistema 
rotodinámico (película lubricante en cojinetes de deslizamiento y la 
histéresis del rotor). La magnitud de la mayoría de estos coeficientes 
no es exactamente conocida en los sistemas reales, haciendo más 
complejo el análisis dinámico de los rotores. Sin embargo, la 
inclusión de los coeficientes de efecto cruzado y el amortiguamiento 
en (3.21) hacen que la solución de las matrices definan de forma 
compleja (parte real y parte imaginaria) los autovalores del sistema 
(velocidades críticas).  
Mediante el uso de herramientas computacionales se puede dar solución 
matemática al sistema de ecuaciones que describe el rotor en estudio 
(usando la formulación de matrices de transferencia). La formulación 
se desarrolla mediante el planteamiento de un sistema de ecuaciones 
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polinómicas para cada disco, de acuerdo a la formulación planteada 
anteriormente en (3.22). Las raíces complejas de estos polinomios 
definen las frecuencias naturales del rotor (autovalores) y sus 
correspondientes decrementos logarítmicos, que no son otra cosa que un 
indicador de la estabilidad dinámica del sistema.   
Las ecuaciones diferenciales del sistema que definen el fenómeno de 
vibración lateral son escritas para cada masa en la forma de matrices 
de transferencia (por definición: una matriz de transferencia 
“transfiere” desplazamientos y fuerzas desde una estaci n a su 
estación vecina). Dado que estas ecuaciones son lineales y homogéneas 
permiten encontrar los autovalores del sistema mediante una solución 
del tipo     . Por ende, bajo este criterio las matrices de las 
ecuaciones diferenciales se pueden transformar en matrices de 
ecuaciones algebraicas lineales lo que permite expresar los 
desplazamientos y fuerzas del lado derecho de la masa de una estación 
N de cualquier rotor en términos de los desplazamientos y fuerzas del 
lado izquierdo de la misma masa en estudio (estación N), 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
 
  
 
  
 
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
   
 
 
 
 
 
 
 
 
En donde:      , equivale a la matriz de transferencia del disco o 
elemento en cada sección del rotor,  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
   
 
 
 
 
 
 
   
      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
 
  
 
  
 
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En donde:      , equivale a la matriz de transferencia de la sección de 
eje asociada a cada disco en cada sección del rotor (tomado del 
diagrama de cuerpo libre de cargas y momentos relacionados en la 
Figura 3-4.  
La expresión matemática para cada estación, teniendo en cuenta las 
matrices de transferencia referidas y la solución polinómica, se 
resume de la siguiente forma: 
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Y así mismo;  
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) 
0 
 
  
   
  
        1 0 0 0 
        0 1 0 0 
           
 
0 1 0 
        0    
 
0 1 
Para el caso de un rotor multietapas conformado por varias estaciones, 
la solución del sistema polinómico resulta de multiplicar entre si 
todas las matrices de transferencia (una por cada estación), y de esta 
forma obtener una única matriz de transferencia global que representa 
el sistema multietapas completo. A partir de esta solución matemática 
se aplican las condiciones de frontera del sistema real (se anulan las 
fuerzas cortantes y los momentos flectores en las estaciones de los 
apoyos) para determinar la solución del sistema lateral en estudio (en 
funci n de “s” dado que la soluci n polin mica es del tipo     ) la 
cual es función del grado del polinomio.  
En rotodinámica el grado de un polinomio característico depende de la 
complejidad del rotor modelado (grados de libertad por elemento) y del 
número de estaciones en que se divide el eje del rotor. En este 
trabajo, se consideran ocho grados de libertad por elemento asociados 
a dos desplazamientos (X, Y), dos rotaciones (   ,   ), dos fuerzas 
cortantes (      ) y dos momentos flectores (      ) respectivamente. 
Finalmente, el grado del polinomio característico que describe el 
sistema de la presente investigación resulta de multiplicar 8 grados 
de libertad (de cada estación) por el número de elementos en que se 
divida el rotor en estudio. Las raíces complejas de esta solución, las 
cuales se obtienen con la ayuda de una  herramienta computacional para 
matrices, definen los autovalores del sistema rotodinámico 
(frecuencias naturales laterales).  
En el Anexo A se presenta el código desarrollado en Matlab para 
resolver el Modelo Matemático de las Matrices de Transferencia que 
determinan el fenómeno de vibración lateral (autovalores y 
autovectores).  
 
3.2. Análisis de vibración torsional 
 
En un sistema de rotores conectados por acoplamientos directos la 
vibración torsional debe estudiarse para evitar condiciones no 
deseadas debidas a las frecuencias naturales torsionales excitadas por 
torques fluctuantes (especialmente en motores de combustión interna) o 
por oscilaciones torsionales causadas por inestabilidades de los 
sistemas de control automático de velocidad (variadores de velocidad, 
gobernadores, etc.). 
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Un modelo completo de vibración torsional incluye las siguientes fases 
las cuales deben ser desarrolladas de forma secuencial: 
 Estimación de las frecuencias naturales. 
 Evaluación del efecto de las frecuencias naturales y las 
amplitudes de vibración ante el cambio de uno o más parámetros de 
diseño (rigidez, amortiguamiento y fuerzas de excitación).   
 Evaluación y obtención de las amplitudes de vibración vs los 
torques pico bajo excitación torsional de estado estable. 
 Evaluación de los torques dinámicos y las cargas bajo condición 
transiente (durante arranque y parada de la máquina). 
Un análisis torsional implica realizar una descomposición del sistema 
(rotor) en varias estaciones para poder estudiar cada estación como un 
sistema de parámetros concentrados con sus respectivas propiedades 
mecánicas, físicas y dinámicas (Figura 3-5).  
Figura 3-5. Gráfica de un rotor descompuesto para análisis por 
estaciones. 
 
                                        
                                                                                                    
                                                             
                                                                    
                                                                                     
                                                                                 
El rotor está conformado por N discos o secciones con sus respectivo 
momento polar de inercia, y unidos entre sí por una sección de eje 
representada como un resorte torsional de masa despreciable (Figura 3-
6).  
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Figura 3-6. Gráfica de un rotor descompuesto por estaciones en donde 
cada sección de eje se representa por un resorte torsional de masa 
despreciable. 
 
Para el caso de una estación (n) cualquiera dentro de las N estaciones 
en que se puede dividir un rotor (Figura 3-7), la rigidez de la 
sección de eje de masa despreciable se determina de la siguiente 
forma,  
   
    
  
        
  
  
                    
   
  
   
  
                                                          
                           
                                         
                                       
Figura 3-7. Gráfica de la estación n de un rotor sometido a análisis 
rotodinámico. 
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En el estudio de la vibración torsional se hace necesario contemplar 
la inclusión de un mecanismo o medio de amortiguación. El mismo es 
representado por un sistema viscoso que se denota de dos formas: 
primero, el amortiguamiento no viscoso, encargado de disipar la 
energía producida por el movimiento torsional relativo entre un eje y 
su sistema de acoplamiento (representado por            ); en 
segundo lugar está el amortiguamiento viscoso encargado de disipar la 
energía en rodamientos, impulsores, y demás componentes cuyo torque 
tenga una dependencia directa con la velocidad de rotación 
(representado por          ). El último amortiguamiento mencionado no 
es otra cosa que un mecanismo de oposición linealmente proporcional a 
la velocidad angular del rotor.  
Si     representa el desplazamiento angular de un impulsor n entonces, 
el sistema tiene N grados de libertad descrito por N coordenadas 
generalizadas,  
          
Lo anterior, sumado a la discretización del rotor en sistemas de 
parámetros concentrados, permite que todo el sistema pueda ser 
modelado por N ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden 
con coeficientes constantes a lo largo de cada sección. Las ecuaciones 
diferenciales requeridas para el desarrollo matemático torsional de la 
presente investigación se extraen a partir de la ecuación de Lagrange.  
 
  
 
  
    
   
  
   
                                    
En donde: 
L= T-V es el Lagrangiano. 
T: Energía cinética del sistema. 
V: Energía potencial del sistema. 
                                               
T es la energía cinética y corresponde a la suma de 
 
 
      
 
 para todas 
las inercias, 
    
 
 
      
  
                   
V es la energía potencial y corresponde a la suma de la energía de 
deformación en todos los resortes torsionales, 
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Los torques de tipo no conservativo se obtienen del trabajo      de los 
torques de amortiguamiento, del torque motriz (T), y del torque de 
carga.  
         
 
   
               
Torque de amortiguamiento: 
                            
                 
Torque Motriz T(t): 
                                
  
   
   
               
                   
Torque de Carga:  
                                               
                
Reemplazando las anteriores ecuaciones en el Lagrangiano se tiene: 
        
 
 
       
 
 
   
 
 
 
            
 
   
   
               
Para n=1:  
 
  
 
  
    
   
  
   
    
      
 
                                    
   
      
 
                   
                                     
Para n=2,3,….., N-1. 
      
 
            
                            
                 
                 
      
 
                     
                
                             
                    
Para n=N: 
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De esta forma se encuentran las N ecuaciones diferenciales ordinarias 
de segundo orden que representan el sistema sometido a vibración 
torsional. Lo que en adelante se busca es referir todos los parámetros 
a la velocidad de rotación conocida del eje en la primera estación.  
 
3.2.1. Respuesta transiente en rotores con driver motor eléctrico 
 
Para el caso de sistemas movidos por motores eléctricos las soluciones 
de las ecuaciones simultáneas deben incluir el concepto de 
deslizamiento y la variación del torque con respecto al tiempo dadas 
por Vance [31]. 
   
     
  
                
                                                                   
Estableciéndose de esta forma la ecuación de variación del torque: 
                                        
                              
   
   
  
        
     
  
 
   
   
                                                            
Bajo estas condiciones se observa que el torque oscilante varía a 
medida que inicia el giro del rotor. A continuación se define la forma 
de calcular el ángulo de giro del rotor para una máquina movida por un 
motor eléctrico. 
                                  
             
     
  
   
 
 
 
         
  
  
                                
  
  
                    
Finalmente la expresión para el torque del motor durante su fase de 
arranque se expresa:  
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Y la expresión matemática que permite encontrar las velocidades 
críticas torsionales del motor eléctrico es:  
           
  
     
                                   
                                               
Las frecuencias naturales torsionales    se extraen de los autovalores 
resultado de la solución de ecuaciones ordinarias que describen el 
movimiento rotodinámico. Estas ecuaciones ordinarias tienen en su 
conformación una parte lineal y otra no lineal. La componente lineal 
permite calcular tanto los autovalores (frecuencias naturales) como 
los autovectores (formas modales). La componente no lineal permite 
denotar las ecuaciones diferenciales de primer orden en función de las 
posiciones angulares de las diferentes inercias de los rotores que 
conforman el sistema en estudio. La forma más apropiada de expresar 
estas ecuaciones es usando un sistema coordenado de momentos derivado 
de la ecuación de Lagrange.  
   
  
    
                               
  
Recordando que:           
 
 
       
  
    
 
 
            
    
    
Se establece el sistema de ecuaciones generales de la forma: 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
  
 
 
 
 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
  
 
 
   
 
  
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
                 
   
 
 
 
 
 
 
 
                                                                  
                                                                    
                                                    
                                            
             
                  
                                              
Las tres últimas ecuaciones equivalen a las integrales de tiempo de 
las ecuaciones de movimiento de segundo orden que se formularon 
previamente y que representan el sistema sometido a vibración 
torsional.  
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3.2.2. La matriz de transferencia (método de holzer) 
 
Es un algoritmo desarrollado que permite calcular las frecuencias 
naturales de sistemas torsionales de orden mayor. El algoritmo 
consiste en expresar los valores de frontera de un lado de una 
estación en términos de los valores de frontera del otro lado de una 
estación (Figura 3-8). Efectuando una multiplicación de las matrices 
de todas las estaciones, se dejan expresadas las condiciones de 
frontera del lado derecho del rotor en términos de las condiciones de 
frontera del lado izquierdo. Los elementos de las matrices de 
transferencia contienen los autovalores de tal forma que si estos son 
los valores correctos, entonces las verdaderas condiciones de frontera 
en el lado derecho se podrán calcular [32]. 
En vibración torsional la condición de frontera para torque usualmente 
es cero en cada extremo del rotor. Para análisis de autovalores, la 
condición de frontera para desplazamiento angular es arbitraria debido 
a que los autovalores son independientes de la amplitud vibratoria. 
Sin embargo, la relación de amplitudes en cada extremo es determinada 
por la forma modal (autovector) asociado con cada autovalor [30]. 
Figura 3-8. Gráfica de una sección de rotor empleada en el análisis de 
autovalores (frecuencias naturales) 
 
La ecuación de transferencia para el valor del torque en la estación 
nth, se determina mediante la segunda ley de Newton, o mediante la 
ecuación de Lagrange.  
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Esta matriz de transferencia de inercias se puede denotar como       
Adicionalmente, debido a que las masas de los resortes torsionales son 
despreciables, los torques en ambos extremos se consideran iguales.  
         
Para el caso del eje, el torque es resistido por la rigidez torsional 
elástica y el amortiguamiento interno,  
                       
Resolviendo el sistema para, 
 
    
    
     
 
      
  
    
   
   
                      
Esta última expresión define la matriz de transferencia del eje para 
el enésimo eje y se denota       
Reemplazando (3.43) en (3.44), se tiene: 
 
    
    
     
 
      
  
    
   
   
  
Si se conoce que: 
                                                                   
 
  
 
  
         
  
  
            
                                                                            
En el sistema rotativo de la presente investigación y al igual que en 
el fenómeno de vibración lateral no se considera el amortiguamiento 
viscoso entre el eje y las inercias adyacentes (debido a que 
experimentalmente se descarta la fuerza del aire y no se está 
bombeando un fluido). Sin embargo, sí se considera el amortiguamiento 
existente entre las inercias y el soporte del sistema. 
Finalmente, el modelo matemático torsional se plantea como un sistema 
discretizado en 29 estaciones (28 elementos) y se soluciona mediante 
el empleo de las matrices de transferencia descritas para determinar 
los autovalores (frecuencias naturales torsionales) y los autovectores 
(formas modales torsionales) del rotor cuya dimensión es de 2x2, dados 
los grados de libertad asociados. 
En el Anexo A se presenta el código desarrollado en Matlab para 
resolver el Modelo Matemático de las Matrices de Transferencia que 
determinan el fenómeno de vibración torsional (autovalores y 
autovectores).  
45 
 
 
 
4. Capítulo 4.  
Desarrollo de la Instalación Experimental 
 
4.1 Planteamiento del problema 
 
La segunda parte de la presente investigación expone los procesos de 
diseño y construcción de la instalación experimental, requerida para 
analizar en tiempo real el desempeño rotodinámico de un rotor 
multietapas asimétrico, sometido a cargas laterales y a cargas 
torsionales. 
4.2. Diseño conceptual 
4.2.1. Elementos de planeación  
 
Los principales elementos considerados en la planeación del diseño 
de la instalación experimental fueron: la competencia, las 
expectativas del usuario, la proyección futura del producto del 
diseño (banco de pruebas) y el valor agregado del mismo. En cuanto a 
la competencia se consultó en las Facultades de Ingeniería Mecánica 
de las principales Universidades de Bogotá, y no se encontró la 
existencia de un banco de pruebas para análisis de vibraciones de 
rotores multietapas. Fuera de Bogotá, se confirmó la existencia en 
la Universidad Industrial de Santander de un banco de pruebas para 
vibración torsional para un eje con un solo disco soportado en 
rodamientos. En segunda instancia, las expectativas del usuario 
final (representados por los estudiantes del programa de Ingeniería 
Mecánica) están centradas en que sea un sistema versátil que les 
permita variar fácilmente los parámetros de velocidad de giro del 
rotor y evaluar sus estabilidad dinámica. De igual forma se requiere 
que los resultados de los fenómenos de vibración lateral y torsional 
se puedan visualizar en un computador para facilidad de análisis. En 
tercer lugar, la perspectiva futura del proyecto está orientada a 
que la instalación experimental diseñada permita sin afectar lo 
existente ser modificada para instalar componentes adicionales y/o 
mejorar la tecnología de los mismos. De igual manera, con el diseño 
y la construcción de la instalación experimental se pretende sentar 
las bases para la creación en el mediano plazo de un grupo de 
investigación en rotodinámica con el fin de ponerlo al servicio de 
la Universidad, y desarrollar investigaciones y estudios 
tecnológicos de alto nivel. Finalmente, el valor agregado del 
Proyecto está orientado al fortalecimiento y profundización, por 
parte de los estudiantes de pregrado y posgrado en Ingeniería 
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Mecánica, de los conceptos de vibraciones mecánicas y en los 
fundamentos de rotodinámica. 
 
4.2.2. Subproblemas de diseño 
 
Con relación a la construcción de la instalación experimental, el 
primer sub-problema que surge en la investigación hace referencia al 
método a usar para la obtención de los niveles de severidad de 
vibración (en particular poder graficar las amplitudes de vibración 
del rotor), la metodología asumida para simular las cargas durante 
las pruebas experimentales, definir apropiadamente el rotor 
(longitud, peso y diámetro tanto de eje como de impulsores) con el 
fin de facilitar el montaje de varias etapas. Un sub-problema 
adicional de diseño está en poder alcanzar al menos la primera 
velocidad crítica del rotor. Se busca un diseño práctico que permita 
modificar los parámetros del montaje e inducir desbalance másico, 
para efectos de poder simular todas las condiciones reales de carga 
sobre el eje y de esta forma establecer un análisis completo de la 
dinámica del rotor en estudio. Todos estos sub-problemas de diseño 
deben ser cubiertos por la instalación experimental que se pretende 
diseñar. 
4.2.3. Definición de los requerimientos del cliente 
 
 Disponer de una instalación experimental que permita evaluar el 
efecto del desbalance másico para diferentes velocidades de 
rotación del rotor. El desbalance másico debe poderse colocar en 
cualquier impulsor y a cualquier ángulo de fase. 
 Disponer de una instalación experimental que permita evaluar las 
condiciones dinámicas de un rotor, que cuente desde una sola 
etapa hasta máximo siete etapas. 
 Disponer de un sistema de control automático que facilite el 
control creciente (máximo 120 Hz) y decreciente de la velocidad 
de giro del rotor. 
 Disponer de una instalación experimental sencilla, práctica y 
versátil para el desarrollo de pruebas de vibración lateral y 
vibración torsional. 
 Disponer de un sistema confiable desde la perspectiva de 
seguridad industrial, enfocada a proteger al usuario y a los 
componentes del mismo. 
Los anteriores requerimientos para que sean atractivos para el 
cliente se deben implementar a un costo inferior a los USD $ 25.000. 
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4.2.4. Diseño conceptual y análisis funcional  
 
El diseño conceptual de la instalación experimental a desarrollar se 
presenta usando la metodología gráfica de la caja negra (Figura 4-
1), en la cual se relacionan las entradas y salidas del sistema en 
forma de conceptos; mientras que en la Figura 4-2 se muestra el 
análisis funcional. Esta metodología facilita el entendimiento 
global del diseño.  
Figura 4-1. Gráfica del modelo de caja negra  
 
Figura 4-2. Gráfica de análisis funcional del diseño 
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4.2.5. Descomposición funcional del diseño 
 
La descomposición funcional del diseño incluye los conceptos de las 
funciones principales del sistema experimental a diseñar (“soportar 
cargas, ajustar cargas laterales, facilidad para adicionar o quitar 
etapas, generar movimiento rotativo, montaje seguro, etc.”). Para 
mayor comprensión del flujo funcional, este se representa en forma 
gráfica en la Figura 4-3.  
Figura 4-3. Gráfica de composición funcional del diseño 
 
Modelamiento y Análisis del 
Comportamiento Rotodinámico de 
un Eje Asimétrico Sometido a 
Carga Combinada Lateral y 
Torsional. 
Registrar Parametros iniciales del rotor 
a modelar 
Solicitar dimensiones de los rotores Diemtro y longitud del rotor conducido 
Diametro y longitud dle rotor conductor 
Solicitar material de los rotores 
Solicitar velocidad de los rotores 
Definir rangos de ajustes de frecuencia 
del elemneto motriz 
Solicitar # etapas del rotor conducido. 
Solicitar datos de la máquina 
conductora 
Especificar rangos maximos de lla 
maquina motriz 
Especificar tipo y cantidad de los 
soportes de los rotores 
Definir tipo de lubricante de los 
soportes de los rotores 
Soportar Cargas 
Soportar Rotores, Sensores y Equipos 
de Monitoreo 
Definir sistema de fijacion de los 
rotores y de los equipos de monitoreo 
Ajustar cargas laterales 
Variar la magnitud de la fuerza lateral 
que actua sobre el rotor Establecer la metodologia de aplicar 
carga lateral (radial) 
Facilidad para adicionar o quitar 
etapas 
Guiar el montaje de los impulsores 
Definir sistema de fijacion de los 
impulsores en el rotor conducido 
Distribuir los impulsores en el rotor Establecer relacion cantidad de 
impulsores vs cantidad de soportes 
Instalar de forma segura el banco de 
contrastacion experimental.  
Proteger al Operario 
Máquina 
Generar movimiento rotativo Transmitir torque al rotor conducido 
Definir cargas maximas que puede 
soportar cada rotor para evitar fallas 
durante las pruebas 
Especificar rangos maximos de 
velocidades de regimen para el rotor 
Detener Movimiento rotativo 
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4.2.6. Generación de conceptos 
 
A continuación se presentan el grupo de conceptos mapeados para cada 
función del diseño del banco de pruebas experimentales y que se 
deberán cumplir en la instalación diseñada: 
 Soportar rotores, sensores y equipos de monitoreo: 
 
 Instalación experimental con tres grados de libertad para 
posicionar el rotor horizontalmente, con facilidad de graduar 
altura de los rotores y poder efectuar desplazamientos axiales y 
laterales durante la fijación del sistema.  
 Material del rotor en acero inoxidable. 
 Utilización de cojinetes planos de deslizamiento (con película de 
babbit) para soportar las cargas laterales radiales. 
 Permanente alineamiento entre ejes de rotores: conductor y 
conducido.  
 Estructura Soporte en la cual se puedan soportar los sistemas de 
monitoreo.  
 
 Variar la magnitud de la fuerza lateral que actúa sobre el rotor: 
 
 Excitación de desbalance (cargas laterales) mediante variación 
del peso y del ángulo de fase en las diferentes etapas del rotor 
(variación de la fuerza lateral). 
NOTAS: Aplicación gradual de la carga durante 5 minutos mínimo 
(antes de aumentarla o disminuirla) para efectos de estabilización 
dinámica del sistema y toma de registros por parte de los sensores 
y/o equipos de medición.  
 
 Guiar el montaje de los impulsores: 
 
 Emplear cuñas y cuñeros, además de anillos de retención para 
fijar los impulsores. 
 Montar impulsores con asimetría de 0.01” diametral (ajuste) desde 
el centro del rotor hacia los extremos. Dada esta condición el 
Rotor Multietapas diseñado se considera un rotor asimétrico 
dimensionalmente tal y como el estudiado por Ganesan [33]. 
 
 Distribuir los impulsores en el rotor: 
 
 Equidistancia de los impulsores a lo largo del rotor. 
 Centralización de impulsores en el rotor. 
 
 Transmitir torque al rotor conducido: 
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 Emplear una fuente motriz eléctrica con variación de velocidad. 
 
 Detener movimiento rotativo: 
 
 Sistema automático de apagado de la fuente motriz cuando se 
alcance una determinada frecuencia. 
 Parada de emergencia de accionamiento automático. 
 Parada de emergencia de accionamiento manual (ESD). 
 
 Proteger al operario: 
 
 Guarda de protección alrededor de la instalación experimental. 
 Sistema de parada de emergencia de accionamiento manual. 
 Sistema de parada de emergencia de accionamiento automático. 
 Mandos remotos de control (distancia mayor a 50 cm) para evitar 
contacto físico del operario con el sistema.  
 
4.2.7. Tabla de combinación de conceptos 
 
De acuerdo a la combinación lineal de las funciones mapeadas para los 
diferentes conceptos se obtuvieron: 24.000 combinaciones potenciales 
de conceptos para el proyecto. Muchas de estas combinaciones quedan 
descartadas al no ser posibles por imposibilidad tecnológica o 
práctica. 
Concepto Generalizado 1: Se describe este primer concepto generalizado 
mediante la siguiente combinación de conceptos: 1.1-Instalación 
experimental tipo banco de pruebas con tres grados de libertad para 
posicionar el rotor horizontalmente, con facilidad de graduar altura 
de los rotores y poder efectuar desplazamientos axiales y laterales 
durante la fijación del sistema. Incluye empleo de cojinetes de 
deslizamiento + 2.1 Sistema de excitación de desbalance, con el fin de 
excitar fuerzas laterales radiales sobre el rotor + 3.1 Emplear cuñas 
y cuñeros en el eje más anillos de retención + 4.1 Equidistancia de 
los impulsores a lo largo del rotor. + 5.1 Emplear una fuente motriz 
eléctrica.+ 6.1 Freno y/o parada de emergencia manual.+7.1 Guarda de 
protección en acrílico alrededor de la instalación experimental. 
En adelante, siguiendo la metodología descrita determinamos la 
combinación total de los conceptos que mapean todas las funciones y se 
tiene finalmente, 
……. 
Concepto Generalizado 24.000: Se describe este concepto generalizado 
mediante la siguiente combinación de conceptos: Concepto 1.4, Concepto 
2.5, Concepto 3.4, Concepto 4.3, Concepto 5.5, Concepto 6.4 y Concepto 
7.5. 
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De esta forma se estipulan las diferentes combinaciones de conceptos 
que mapean las funciones específicas que debe cumplir el banco de 
pruebas durante su funcionamiento.  
 
4.2.8. Evaluación de conceptos y selección del concepto global dominante 
 
Esta evaluación consiste en dar una puntuación a las diferentes 
combinaciones de conceptos fundamentados en factores como 
restricciones de espacio, disponibilidad presupuestal, tecnologías 
usadas, etc. La combinación de conceptos de mayor puntuación es la que 
se escoge como concepto global dominante (ver Tabla 4-1).   
Tabla 4-1. Selección del concepto global dominante 
Listado de Funciones
Concepto
 No 1
Concepto
 No 2
Concepto
 No 3
Concepto
 No 4
Concepto
 No 5
Soportar rotores, sensores y equipos de 
monitoreo
10 10 8 6
Variar la magnitud de la fuerza lateral que 
actúa sobre el rotor
9 8 7 7 8
Guiar el montaje de impulsores 10 5 9 8
Distribuir impulsores en el rotor 10 10 10
Transmitir torque al rotor conducido 10 6 9 7 8
Detener movimiento rotativo 8 9 10 9
Proteger al operario 10 10 10 9 7
Puntuación Total 67 58 63 46 23  
4.2.9. Matriz de decisión 
 
En la Tabla 4-2 se específica la revisión del cumplimiento de los 
requerimientos del cliente. 
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Tabla 4-2. Revisión del cumplimento de los requerimientos del cliente. 
Listado de 
Requerimientos
Nivel de 
Importan
cia
C.G.
 No 1
C.G.
 No 2
C.G.
 No 3
C.G.
 No 4
C.G.
 No 5
C.G.
 PIVOTE
Alta Confiabilidad 0,25 5 3 3 3 -5 1
Precisión (velocidades criticas) 0,06 5 3 3 3 -3 1
Seguridad para el usuario 0,04 3 5 3 5 0 1
Afectación al Medio Ambiente 0,02 0 0 0 0 0 0
Estabilidad (Rotodinamica) 0,13 5 0 3 3 -5 1
Costo del Proyecto 0,2 3 3 3 -5 5
Menor a USD$ 
25.000
Tiempo de ejecución de un análisis 
rotodinamico
0,03 3 0 0 0 0 60 (dias)
Beneficio Económico 0,1 3 3 3 -5 3 USD$ 30.000/año
Longitud del Rotor 0,03 0 0 0 0 0 1 mt
Peso del Rotor 0,03 0 3 0 0 0 Menor a 50 kg
Diámetro del Eje 0,03 0 0 0 0 0 Menor a 3" 
Diámetro de las Etapas del Rotor 0,03 0 0 0 0 0 Menor a 4" 
Facilidad de Montaje 0,03 0 -5 0 0 0 100
Desbalance residual permisible 0,03 3 3 3 0 3 100 gr-cm
30 18 21 4 -2
30 23 21 14 6
0 -5 0 -5 -8
3,4 1,97 2,34 0,02 -0,78
DATUM
Puntuación Total
Puntuación Positiva (+)
Puntuación Negativa (-)
Puntuación Ponderada
 
4.2.10. Diseño detallado a nivel de sistema 
 
 Arquitectura del producto 
 
Una vez definido el concepto global dominante, la siguiente fase 
consiste en establecer la arquitectura detallada del diseño (Figura 
4-4). La instalación experimental contiene una arquitectura integral 
debido a que está conformado por varios subsistemas que ejecutan 
funciones algunas veces evidentes y otras intrínsecas. Los 
subsistemas que se manejan (descritos en la Figura 4-5) son: 
variador de velocidad (VSD), motor eléctrico, acoples flexibles, 
rotor multietapas, freno de partículas, sensores de vibración, 
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sensores de deformación angular, guardas de protección, sistema de 
parada de emergencia, otros subsistemas auxiliares. 
Figura 4-4. Diagrama esquemático del producto y agrupación de elementos 
 
Figura 4-5. Definición de la distribución por sub-bloques 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Interacciones fundamentales e incidentales 
 
Las interacciones fundamentales del banco de pruebas hacen 
referencia a las relaciones entre componentes que permitan su 
funcionamiento general sin afectar su funcionamiento individual. Una 
interacción fundamental muy evidente es la que existe entre el eje 
del motor y el eje del rotor multietapas mediante el acople flexible 
que los une. De no existir este acople, no se transmitiría el 
movimiento y no podríamos efectuar ninguna prueba experimental. Otra 
interacción fundamental hace referencia a la relación rotor-
lubricante-cojinetes, la cual permite soportar y estabilizar el 
sistema antes, durante y posterior a las pruebas experimentales. La 
Motor Acop
le 
   
VSD 
Cojine
teee 
Rotor 
Multietapas 
Cojine
te 
Freno de 
Particulas 
Magneticas 
Sensores 
De 
Vibración 
Carga 
Lateral 
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relación entre el variador de velocidad y el motor es fundamental 
debido a que el primero mediante la lectura de frecuencia y carga 
que le entrega el segundo permite ajustar la relación Voltios/Hz 
para poder estabilizar la velocidad de rotación del sistema y la 
carga. Algunas otras relaciones fundamentales del sistema son: 
cojinetes vs sensores de vibración; impulsores vs eje; eje vs freno 
de partículas; velocidad de giro del eje vs máxima velocidad 
permisible para el freno de partículas; niveles de severidad de 
vibración permisibles vs tolerancias de montaje de los cojinetes, 
etc. 
 
4.2.11. Metodología detallada de generación del producto (diseño 
detallado) 
 
 Selección de materiales y técnicas de producción 
 
Las materias primas (y su costo) requeridas para la construcción del 
banco de pruebas tienen un valor comercial de $ 30’681.000; y se 
detallan a continuación:  
 
Motor Eléctrico: $ 500.000 
Variador de Velocidad: 2’500.000 
Cojinetes: $ 400.000/unidad (se requieren dos unidades). 
Acoples Flexibles (2): $ 300.000 
Eje asimétrico en SS-304: $ 3’500.000. 
Impulsores de Diferente Diámetro en SS-304: $ 2.000.000 
Cuñas: $ 15.000/unidad. Se requieren 7 unidades.  
Freno de Partículas Magnéticas Referencia PRB-2.5H: $7’000.000. 
Sensores de Vibración Lateral: $4’100.000 
Guarda de Protección en Acrílico: $ 806.000 
Pulsador de Parada de Emergencia: $20.000 
Estructura Metálica Base: $ 1’200.000 
Shims de Alineamiento: $ 450.000 
Tornillería, Breakers y Cableado Eléctrico: $ 500.000 
Encoders de Deformaci n Angular: $ 6’700.000 
Brazos Hidráulicos para guarda de protección: $ 200.000 
 
Todos los componentes son comerciales y se pueden comprar a nivel 
local en Colombia. Sin embargo, el freno de partículas magnéticas, 
los señores de vibración y los de deformación angular (Encoders) 
aunque se compran en Colombia, son componentes sujetos a importación 
y su tiempo de entrega se encuentra entre 8 y 12 semanas.  
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Características y modo de admisión de los materiales y la energía que entran al 
producto  
 
La energía que entra al producto es energía eléctrica la cual se 
toma de la red a 220/440 Volts y es transformada en energía mecánica 
(torque) por un motor mediante la generación de un movimiento 
rotativo controlado por un VSD. La energía que no se usa se disipa 
en los cojinetes en forma de calor producto del calentamiento del 
eje y de los impulsores, así como del freno de partículas 
(referencia PRB-2.5H con limitante de sobrecalentamiento superficial 
máximo de 194 Fahrenheit); y mediante ruido. Adicionalmente, el 
freno de partículas opera con 24 VDC de energía de admisión y los 
Encoders para medición de posición angular se alimentan en un rango 
de 5 a 24 VAC. Por su parte, en cuanto a la materia prima 
(componentes para ensamblar el rotor) esta se admite en el banco por 
cualquiera de sus costados laterales debido a que la guarda usada 
para protección del usuario es fácilmente desmontable por estar 
ajustada mediante bisagras.  
Decisiones de diseño sujetas a disponibilidad de piezas estandarizadas, técnicas 
de producción y materias primas 
 
Para el proyecto se dispone en el Laboratorio de Diseño de Máquinas 
de un motor eléctrico monofásico de 1.8 HP a 60 Hz y 3459 rpm. 
Adicionalmente, se cuenta con un freno de partículas magnéticas PRB-
2.5H que tiene un peso de 15 lb, un torque inercial de arrastre de 
0.54 Lbf-ft y máxima velocidad de operación de 1800 rpm (esto último 
genera una restricción para efectos de hacer pasar el rotor a 
modelar por las velocidades críticas que se pretenden analizar). El 
variador de velocidad es Marca SCHNEIDER ELECTRIC referencia ALTIVAR 
71 (2 HP), con una frecuencia de red de 47 a 63 Hz, una frecuencia 
de salida de 0 a 1600 Hz y una frecuencia de pulsación de 8 KHz. El 
frenado se efectúa por inyección de corriente continua. La máxima 
temperatura de servicio es de hasta 40 Centígrados, la corriente 
nominal de corte en cortocircuito (SCCR) es de 10 kA. 
 
4.2.12. Descripción de herramientas de cálculo de ingeniería 
 
 Descripción del diseño del rotor 
 
Para efectuar el diseño del rotor, fue necesario previamente diseñar 
mediante especificación dimensional tentativa el eje y sus soportes 
de carga a fin de  cumplir con las especificaciones de deformación- 
rigidez y esfuerzo-resistencia. Se debe tener en cuenta que la 
deformación es función de la configuración geométrica en todas las 
partes de un eje, mientras que el esfuerzo en una sección de interés 
de un eje es función de condiciones geométricas y momentos locales. 
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Por este motivo, el diseño del eje del rotor requiere primero una 
consideración de esfuerzo y resistencia. Después de establecer 
valores tentativos de las dimensiones del eje, puede realizarse la 
determinación de las deflexiones y pendientes. No existe una fórmula 
o procedimiento estándar para determinar la configuración de un eje. 
El mejor enfoque o planteamiento es el de fundamentarse en diseños 
existentes a fin de evaluar cómo se resolvieron problemas similares 
de diseño y combinar lo mejor de esos diseños para dar solución a 
nuestro problema en particular. Por ejemplo, uno de los problemas 
que se requiere resolver es la transmisión de momento torsor de un 
elemento u otro en el eje. Los elementos usuales para la transmisión 
de momento torsor son: Cuñas ó chavetas, conectores ranurados, 
tornillos de fijación y pasadores. En el diseño se la instalación 
experimental se usaran cuñas para cumplir las funciones de fijar los 
impulsores al eje y transmitir el torque respectivo. Así mismo, para 
efectos de alcanzar una ubicación precisa axialmente de los 
impulsores sobre el eje se usaran anillos de retención sobre el eje. 
La justificación en usar anillos de retención está en que estos 
ejercen una fuerza tipo resorte contra el dispositivo a sujetar y 
adicionalmente, se usan cuando es necesaria la transmisión de 
valores grandes de momento torsor. 
 
Análisis de carga estática y dinámica en el diseño de ejes 
 
Los esfuerzos en un punto de la superficie de un eje redondo macizo 
de diámetro (d), que se someten a cargas de flexión (M), axiales (F) 
y de torsión (T) son:  
   
   
   
 
   
   
                                
   
   
                    
Así mismo, cuando se conoce el diámetro d o el esfuerzo máximo     , 
las expresiones que permiten calcular una variable ó la otra para un 
eje sometido a carga estática son:  
     
 
   
                
 
                     
 
   
               
 
            
El diseño preliminar del eje se puede efectuar mediante la teoría del 
esfuerzo cortante máximo ó en la teoría de la energía de distorsión en 
la falla (esfuerzos de von Mises), para lo cual se relacionan a 
continuación las expresiones matemáticas que orientan los criterios 
sobre este diseño: 
     
  
  
                              
  
 
            
Para el diseño de la instalación experimental, se considera que la 
fuerza axial es mínima y por ende se despreciará su efecto en los 
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cálculos. Las expresiones anteriores se modifican quedando de la 
siguiente forma:  
Siguiendo la teoría de esfuerzo cortante máximo: 
   
   
   
       
 
  
 
                     
 
 
 
  
     
       
 
           
Siguiendo la teoría de energía de distorsión: 
   
   
   
         
 
  
 
                             
 
 
 
  
     
         
 
                 
Figura 4-6. Gráfica del modelamiento geométrico empleado en el diseño 
del rotor multietapas  
  
Desde el punto de vista mecánico el rotor se estudiará como un sistema 
combinado (estático y dinámico) de una viga soportada por dos apoyos 
simples sobre la cual actúan fuerzas debidas a los pesos de los 
discos, al peso propio del eje y el efecto de la fuerza inercial 
ejercida por cada disco o impulsor a medida que se aumenta la 
velocidad de rotación. Las consideraciones iniciales del diseño son 
las siguientes: 
Para el eje: 
                
  
   
     
               
              
  
   
  
 
 
                   
  
    
                          
Para el disco o impulsor: 
Fuerza Inercial de cada disco:                      
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Excentricidad de las cargas dinámicas:               
Velocidad de rotación:                         
            
  
   
  
 
 
             
 
 
                                       
                   
            
  
    
 
                   
                  
                   
                       
                      
                             
                         
                         
                                                        
Se define para el diseño que todas las fuerzas ejercidas por cada 
disco sobre el eje son iguales:             . 
Para plantear las ecuaciones se considera (ver Figura 4-7) que cada 
fuerza se distribuye sobre la sección del eje en una longitud 
equivalente al espesor de cada disco. 
Figura 4-7. Diagrama de cargas sobre el rotor multietapas 
 
   
 
    
 
                    
    
                     
Considerando la teoría de diseño de vigas sabemos que la deflexión por 
flexión se calcula mediante la doble integración de la ecuación de la 
viga,  
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Esta ecuación relaciona el momento aplicado M, el módulo de 
elasticidad E del material, y el momento de inercia de la sección 
transversal y la segunda derivada en la deflexión (y) de la viga. 
Diferenciando e integrando dos veces la anterior expresión tenemos el 
conjunto de ecuaciones que definen el comportamiento de las vigas: 
 
   
 
   
   
             
 
   
 
   
   
     
 
   
 
   
   
                 
  
  
                      
Las formas integrales de las ecuaciones de la viga son: 
                                                     
                                                    
   
 
   
        
                                            
            
      
                                             
                     
Para dar solución al sistema matemático debemos encontrar las cuatro 
constantes de integración                Las constantes         tienen un 
valor igual a cero, porque las fuerzas y momentos de reacción que 
actúan sobre la viga están incluidos en la función de carga.  
   
 
    
 
                    
    
              
    
  
 
           
  
 
A continuación empleando la metodología de funciones de singularidad y 
considerando las propiedades del material empleado (Ver Tabla 4-3) 
procedemos a calcular la carga cortante (V), el momento flector (M), 
la deflexión de la viga (y) y la pendiente de la viga (función de la 
curva de la elástica).  
                                       
                                         
Tabla 4-3. Tabla de propiedades del material y cálculos auxiliares. 
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Calculo del momento torsor que entrega el motor: 
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NOTA: Aunque la velocidad nominal del motor es de 3459 RPM, para 
vibración torsional solo operaremos el sistema a 1800 rpm controlando 
la velocidad con el variador de velocidad debido a que tenemos la 
restricción que la máxima velocidad permisible para el freno de 
partículas magnéticas del cual disponemos en el laboratorio es de 1800 
rpm.  
A continuación planteamos las ecuaciones que definen el comportamiento 
del eje del rotor: 
Función del vector de carga 
           
             
                                       
                                                         
            
                               
 
Función del cortante 
           
            
                                   
                                                          
            
 
Función del momento flector 
           
            
                                   
                                                          
                 
 
Como las cargas y los momentos están incluidos en la función de carga 
entonces         
 
Cálculo de la pendiente (curva de la elástica) 
  
 
   
   
   
 
        
   
 
         
 
 
                                
                                                      
    
 
             
 
Cálculo de la función de deflexión de la viga 
  
 
   
  
   
 
        
   
 
         
 
 
                                
                                                      
    
 
                   
      
                   
 
                                             
62 
 
 
 
 
                              
 
      
                            
 
                                                      
 
                                            
 
    
                      
  
 
 
                             
                         
 
Remplazando (4.25) en la ecuación de momento hallada por el método de 
singularidad en la posición central de la viga (la máxima deflexión 
del eje se presenta en el centro:         ) se calcula el momento 
flector máximo en el rotor, 
 
           
            
                                   
                                                          
                 
 
Conociendo que: 
 
                                          
                                  
 
                           
                            
 
Así mismo, la deflexión (y) es igual a cero en los apoyos; por lo 
anterior, las constantes         se determinan sustituyendo las 
condiciones límite. 
               ; 
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Remplazando (4.28) en (4.29) se tiene, 
                                                                       
         
                                 
             
                                        
                         
                      
 
Calculo del diámetro crítico del eje del rotor considerando análisis de fatiga 
 
Desde el punto de vista de diseño la mejor combinación (debido a que 
arroja un dato más conservador) es la de la teoría de la energía de 
distorsión para el esfuerzo y la línea de Goodman modificada para la 
resistencia a la fatiga: 
   
    
 
   
     
  
   
 
 
 
     
  
   
 
    
  
   
   
 
 
 
  
   
   
 
   
 
                   
                 
 
 
        
 
  
 
 
 
 
          
   
 
 
 
 
                      
Utilizando las propiedades del material del eje y mediante un proceso 
iterativo se encuentra que el método de cálculo converge para un 
diámetro externo del eje de 2.22 in; en donde se tiene que: 
 
                     
                
 
 
                 
          
 
 
 
 
          
         
 
 
 
 
  
                  
 
          
Estandarizamos el diámetro: 
                                                                                 . 
Curva de la Elástica (evaluación de la pendiente)  
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Evaluación de la deflexión de la viga: 
  
 
   
  
   
 
        
   
 
         
 
 
                                
                                                      
    
 
                   
 
En la posición donde va el primer disco ó impulsor (x=7):  
 
                       
 
En la posición donde va el segundo disco ó impulsor (x=9.0787):  
                           
 
En la posición donde va el tercer disco ó impulsor (x=11.1574):  
 
                           
 
En la posición donde va el cuarto disco ó impulsor (x=13.2361):  
                                                                
 
En la posición donde va el quinto disco ó impulsor (x=15.3148):  
                             
 
En la posición donde va el sexto disco ó impulsor (x=17.3935):  
                                  
 
En la posición donde va el séptimo disco ó impulsor (x=19.4722):  
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Análisis de rigidez torsional 
 
Una vez analizados los esfuerzos y la fatiga, la siguiente fase del 
diseño considera evaluar la rigidez torsional del eje, ya que una 
rigidez insuficiente implica un funcionamiento no apropiado de los 
impulsores, cojinetes y demás componentes montados en el eje. El punto 
más relevante a verificar está relacionado con la deformación angular 
en el área de trabajo de los cojinetes.  
4.2.15. Deformación torsional 
 
La deformación torsional se calcula utilizando la siguiente expresión: 
  
   
   
                                  
     
         
        
  
 
    
           
                            
Una vez determinada la máxima deformación angular del eje se da por 
finalizada la fase de diseño del eje y se establece su diámetro 
nominal crítico para proceder con su fabricación. Para el objeto de la 
presente investigación este diámetro crítico es de 2.22 pulgadas, y 
finalmente se diseña con diámetro nominal de 2.25 pulgadas. 
 Diseño y especificación de cojinetes cortos 
 
En el desempeño dinámico de un rotor multietapas es probable que 
ocurra una deflexión pronunciada del eje [34], entonces es 
recomendable emplear el diseño de un cojinete corto para evitar 
contacto directo de metal a metal entre el eje y los bordes de los 
cojinetes. Dada esta condición, los cojinetes de la instalación 
experimental de la investigación se diseñan como cojinetes cortos.   
En el diseño de cojinetes de deslizamiento según Shigley y Mischke 
[35] pueden distinguirse dos grupos de variables, las que son de 
control directo del diseñador (las cuatro primeras) y las que son 
inherentes al desempeño del cojinete (las cuatro últimas).  
 Viscosidad   
 Carga por unidad de área proyectada de cojinete, P.  
 Velocidad de rotación N, 
 Las dimensiones del cojinete          
 Coeficiente de fricción f. 
 Elevación de la temperatura   
 Flujo de lubricante Q. 
 Espesor mínimo de película de lubricante     
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Variación de temperatura:  
En el diseño de la instalación experimental se considera que un mínimo 
de lubricante que entra al cojinete emerge como un fluido natural. El 
resto del lubricante fluirá a través de la zona de carga del cojinete 
y retirara el calor generado.  
 
                                                                 
En la lubricación de los cojinetes de contacto deslizante del diseño 
se empleara aceite lubricante mineral Marca Shell, referencia Omala 
220 cuyas propiedades son: 
                                                         
  
   
  
                                                                              
 
Grosor mínimo de película lubricante: 
 
Teniendo en cuenta los parámetros del lubricante se calcula el espesor 
mínimo de película para evitar el desgaste por contacto metal – metal.  
                                                      
                                        
                                                                                                
 
 
                                                                       
La carga unitaria es:  
  
 
     
 
         
           
                
El número característico del cojinete es:  
   
 
 
 
 
  
   
 
   
    
      
 
 
  
                 
         
                    
Así mismo, considerando la relación 
 
 
    , entonces de la gráfica de 
espesor mínimo de película de Shigley y Mischke [36] entrando con los 
datos ya conocidos de S y de la relación l/d, se determina la relación 
de variable de espesor mínimo de película: 
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Con este último cálculo también se puede obtener la posición angular   
del espesor mínimo de película la cual según Shigley y Mischke [37] 
corresponde a un ángulo de 33 grados referenciado desde el eje 
vertical negativo. Así mismo, el valor de la relación de excentricidad 
entre cojinete y eje es: 
  
 
 
                                                                             
La excentricidad en un cojinete indica que cuando no hay carga sobre 
el cojinete su valor puede llegar a ser cero; pero a medida que la 
carga aumenta, el eje del rotor multietapas es forzado a descender y 
por ende la excentricidad tiende a aumentar. La posición limite se 
alcanza cuando       es decir cuando el eje este en contacto físico 
(metal-metal) con el cojinete de deslizamiento. Esto último es una 
condición que no debe presentarse por los daños catastróficos que 
ocasiona y precisamente es controlado o evitado por el amortiguamiento 
del sistema (cuña de aceite). 
Coeficiente de fricción:  
Utilizando los parámetros de diseño ya descritos se  puede evaluar y 
por ende especificar el coeficiente de fricción en un cojinete de 
contacto deslizante: 
 
 
                                                        
De acuerdo a Shigley y Mischke [36], el valor de  
 
 
      ; entonces 
  
          
    
       .  
Una vez hallado f, se calculan factores adicionales que reflejan el 
desempeño del cojinete; por ejemplo el momento de torsión requerido 
para vencer la fricción, el cual se calcula de la siguiente manera: 
                                                
La potencia perdida en cada cojinete es:    
   
    
 
          
    
             
Con los cálculos de diseño descritos se procede a construir los dos 
cojinetes de deslizamiento requeridos para la instalación 
experimental. Cada cojinete es de tipo bipartido, de material Babbitt 
lubricado por aceite mineral Shell Omala 220, con anillos de 
lubricación en bronce, con un alojamiento maquinado en la parte 
inferior del cojinete para garantizar “colch n” de película lubricante 
incluidos seis micro-orificios internos de drenaje que permiten el 
retorno del aceite lubricante a su reservorio. Las dimensiones finales 
de cada cojinete de deslizamiento diseñado son: longitud del cojinete: 
0.75 (in) y diámetro interior del cojinete: 1.504 (in). 
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 Determinación de velocidades críticas de rotores y sus formas modales 
 
Formulación de velocidades críticas laterales 
El fenómeno dinámico que ocurre cuando en un sistema rotativo coincide 
la frecuencia de giro del rotor con la frecuencia de excitación 
causada por la fuerza de desbalance másico del sistema es conocido 
como velocidad crítica. Bajo esta condición el sistema no vibra sino 
que se flecta dentro de su forma modal asociada a la frecuencia 
natural particular. Un sistema rotodinámico puede tener (teóricamente) 
tantas velocidades críticas como frecuencias naturales sean excitadas 
por el rotor; sin embargo, en la práctica es común que solo se exciten 
las tres o cuatro velocidades críticas más bajas y sus respectivas 
formas modales.  
Desde el punto de vista matemático, las frecuencias naturales son 
conocidas como los auto valores (“eigenvalues”)  y las formas modales 
son llamadas los auto vectores (“eigenvectors”).  
En un sistema rotodinámico las formas modales son definidas por la 
distribución de la masa y la rigidez a lo largo del rotor, así como 
por la rigidez de los cojinetes de soporte. A medida que la rigidez de 
los cojinetes aumenta, las formas modales del rotor reflejan una 
mínima curvatura del eje. Cuando se tiene un rotor conformado por 
varios discos o etapas de igual diámetro y equidistantes entre sí, y 
soportados por cojinetes de igual rigidez los comportamientos de las 
formas modales del rotor tienden (teóricamente) a ser de los tipos 
cilíndrico y cónico. Estas formas modales tan solo variarán cuando se 
tiene asimetrías en el rotor o diferentes rigideces en los cojinetes 
de apoyo, las cuales finalmente distorsionan las formas modales 
cilíndricas y cónicas.  
Método de Rayleigh para determinar la 1ra velocidad crítica lateral 
Un análisis completo de las frecuencias naturales de una flecha o viga 
es un problema complicado, especialmente si la geometría es compleja, 
y se resuelve mejor con un análisis de elementos finitos y/o usando la 
metodología de las matrices de transferencia. Sin embargo, en las 
primeras fases de un diseño, cuando aún no está completamente definida 
la geometría del sistema, resulta muy útil un método rápido y de fácil 
aplicación para determinar por lo menos la primera frecuencia 
fundamental de un sistema. Esta metodología es conocida como Método de 
Rayleigh, y consiste en igualar las energías potenciales (máxima 
deformación del rotor) y energías cinéticas del sistema en estudio 
utilizando las siguientes expresiones [38]: 
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Igualando las ecuaciones de energía cinética y potencial, se obtiene 
la expresión matemática que permite determinar la primera frecuencia 
fundamental del rotor en estudio:  
      
      
      
 
   
      
  
   
                 
Para el caso del rotor multietapas de la instalación experimental 
conformado por siete impulsores, la primera frecuencia fundamental 
calculada es: 
      
                                         
     
       
       
       
       
       
       
  
            
   
   
                                                 
Formulación de velocidades críticas torsionales 
El estudio y análisis del fenómeno de vibración torsional se realiza 
en sistemas en los que las frecuencias naturales son excitadas por 
torques pulsantes. Éste análisis permite predecir y evaluar las 
frecuencias naturales torsionales y sus amplitudes de vibración con 
los correspondientes efectos dinámicos.  
Ecuaciones análogas a las que describen el fenómeno de vibración 
lateral se aplican para el fenómeno de vibración torsional. La fuerza 
(del sistema con movimiento armónico simple de un solo grado de 
libertad) se convierte en par de torsión, la masa se convierte en 
momento de inercia de masa y la constante lineal del resorte se 
convierte en la constante torsional del resorte [30].  
    
  
  
     
   
   
                
                                                             
  
  
  
                                                                                         
   
El sistema rotodinámico de la instalación experimental se conforma por 
un rotor de siete etapas (de igual diámetro externo) soportado sobre 
cojinetes de deslizamiento, acoplado a un motor eléctrico mediante un 
acople flexible. Para efectos del modelamiento se considera que cada 
disco o impulsor está conectado entre sí con el subsiguiente mediante 
secciones de eje flexibles las cuales se representan por resortes 
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torsionales de masa despreciable y cuya constante de rigidez se puede 
definir como           . En la práctica, es común que para ejes esbeltos 
de diámetro constante se adhiera la inercia de cada sección de eje al 
valor en magnitud del disco más cercano, con el fin de tener mayor 
precisión a altas frecuencias de vibración.  
La rigidez torsional de cada sección de eje se define por: 
   
    
  
                                               
   
 
  
             
G: Módulo de rigidez del material (para acero 316 = 10196 ksi) 
                              
                              
Teniendo en cuenta estas premisas, la primera frecuencia natural 
torsional del rotor multietapas se define de la siguiente forma: 
Para la primera sección de eje:  
Masa de cualquiera de los impulsores: 
                     
              
Momento de inercia de cualquiera de los impulsores: 
    
                       
 
                        
Masa de primera sección de eje:  
                                         
             
  
   
  
 
 
                                                
Para esta sección de eje                   
      
 
              
Momento de inercia de la primera sección de eje 
    
                
 
                       
Momento polar de inercia de la primera sección de eje 
   
   
 
  
 
             
  
               
Rigidez torsional de la primera sección de eje: 
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Para las secciones de eje desde el segundo hasta el séptimo impulsor 
                 
  
   
  
 
 
                             
        
               
 
                       
       
   
 
  
 
            
  
               
       
               
 
                     
Rigidez total del sistema:  
                  
   
  
  
                                                       
Momento de inercia total del sistema:  
                                                                                     
                                                          
   
Determinación de la primera velocidad crítica torsional del sistema: 
    
  
  
    
           
       
      
   
   
         
                 
   
   
                                                      
 
De acuerdo a los resultados obtenidos por este método clásico, la 
primera velocidad crítica torsional del rotor es improbable poderla 
experimentar en la instalación diseñada, dado que ni siquiera a nivel 
práctico es tan sencillo alcanzar velocidades de este orden (excepto 
en trenes de máquinas con incrementadores de velocidad).  
 
4.2.13. Definición de instrumentación asociada al proyecto y diseño del 
sistema de captación y monitoreo de señales dinámicas  
 
En esta sección se presentan las especificaciones técnicas de la 
instrumentación seleccionada y adquirida para el proyecto. También se 
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realiza una descripción general del programa desarrollado en Labview 
para el monitoreo de vibración lateral y vibración torsional.  
 Especificaciones técnicas de la instrumentación y de los componentes 
eléctricos seleccionados para el proyecto  
 
A continuación se relacionan las fichas técnicas de la instrumentación 
seleccionada para la construcción del banco de pruebas.  
Acelerómetro: Marca: CTC Ref.: AC140-3D/010/010-F. Resolución: 
100mV/g, conexión BNC. En la Figura 4-8 se aprecia el montaje 
ortogonal de los acelerómetros en los cojinetes.  
 
Figura 4-8. Acelerómetro CTC y su montaje a 90 grados en los cojinetes 
  
Encoders: Modelo 775, Importado por Instrumatic. Open Collector, 4096 
CPR, Cuadratura A y B, velocidad máxima mecánica 6000 rpm, frecuencia 
máxima 150 Khz, conector circular roscado de 4 pines tipo MS 
referencia CB716.En la Figura 4-9 se observa el montaje de los 
encoders solidarios ale eje en la parte externa de los cojinetes.  
Figura 4-9. Encoders 775 y su montaje 
 
Módulo de Adquisición de datos para acelerómetros: Marca: National 
Instruments Ref: NI9233 con 4 Entradas análogas, 24 bits de conversión 
ADC, muestreo hasta 50KHz.En la Figura 4-10 se evidencia el tipo de 
conexiones BNC del módulo de adquisición en donde se conectan los 
acelerómetros. 
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Figura 4-8. Tarjeta de adquisición de datos NI 9233 
 
Módulo para adquisición de datos de los Encoders: Marca: National 
Instruments Ref: NI9411. Entrada digital diferencial/de una sola 
terminal, ±5 a 24 V, operación intercambiable en vivo (hot-swappable), 
entrada digital de 6 canales de 500 ns, este módulo energiza los 
Encoders al conectar una fuente externa de 5V. En la Figura 4-11 se 
aprecia el tipo de conexionado del módulo de adquisición empleado para 
los Encoders.  
 
Figura 4-9. Módulo de adquisición NI 9411 para encoders 
  
Rack de adquisición de datos para señales de los acelerómetros: Marca: 
National Instruments Ref: NI9172. Chasis de ocho ranuras, soporta ocho 
módulos de E/S de la Serie C, opera de 11 a 30 VDC, tiene dos chips de 
contador/temporizador de 32 bits integrados. Con un módulo de E/S 
digital correlacionado e instalado en la ranura 5 o 6 del chasis, se 
puede tener acceso a la funcionalidad del chip, incluyendo conteo de 
eventos, generación o medida de ancho de pulso y codificadores de 
cuadratura. En la Figura 4-12 se aprecian los slots de conexionado del 
módulo de adquisición de datos de los acelerómetros. 
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Figura 4-10. Rack de adquisición de datos NI cDAQ 9172 para señales de 
acelerómetros 
 
Rack de adquisición de señales de los encoders: Marca: National 
Instruments Ref: NI cDAQ 9171. Funciona con más de 50 módulos 
disponibles para Entrada/Salida de señales, cuenta con cuatro 
contadores de propósito general de 32-bit integrados en el chasis a 
través de los módulos digitales. En la Figura 4-13 se observa el modo 
de conexionado al computador tipo portable USB. 
 
Figura 4-11. Rack de adquisición de datos NI cDAQ 9171 para señales de 
encoders 
 
Componentes eléctricos del proyecto 
Variador de velocidad: Marca: Telemechaniqué, Referencia Altivar 71, 
alimentado a 220v, trifásico. Protegido por sistema contactor-relé con 
su debido circuito de control. En la Figura 4-14 se ilustra el 
conexionado eléctrico del variador. 
Figura 4-12. Variador de velocidad Altivar 71, conectado junto a su 
circuito de control 
 
75 
 
 
 
Freno de partículas magnéticas: Marca: Warner Electric, 24 a 30 VAC, 1 
fase, 5 amperios, salida PWM de 0 a 270 mA, hasta 12 imanes de disco 
eléctricos. En la Figura 4-15 se observa el montaje físico del freno 
de partículas solidario al eje y el sistema de control TCS-200 que 
rige la operación del freno. 
 
Figura 4-13. Freno de partículas magnéticas y su sistema controlador 
TCS-200 
 
 
 Configuración del software en labview para monitoreo de señales. 
 
En el desarrollo de la investigación se configuró un ejecutable en 
Labview 2012 (usando el Toolkit Sound & Vibration V4.0 y el Toolkit 
Control Design & Simulation Module) con el fin de registrar todos 
los datos necesarios para la caracterización de las vibraciones 
laterales y torsionales. Este programa permite graficar espectros, 
graficas de onda tiempo, orbitas, y señales de deformación angular 
obtenidas mediante los acelerómetros y los Encoders previo 
acondicionamiento de las señales. A continuación se ilustran los 
diagramas de bloques elaborados en Labview que permiten visualizar 
el fenómeno de vibración lateral (Figura 4-16) y el fenómeno de 
vibración torsional (Figura 4-17).  
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Figura 4-14. Diagrama de bloques y configuración de las Señales de 
vibración lateral desarrollado en Labview 
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Figura 4-15. Diagrama de bloques y configuración de las señales de 
vibración torsional desarrollado en Labview 
 
 
4.2.14. Formulación teórica para análisis de sistemas rotodinámicos  
 
En esta sección se presentan los procedimientos y se referencian las 
pruebas a realizar en el rotor diseñado con el fin de medir y evaluar 
los parámetros dinámicos que determinan la estabilidad del sistema 
multietapas en estudio.  
Procedimiento para la adquisición de datos 
 
En el análisis de vibraciones mecánicas de rotores se requiere 
utilizar elementos de medición que permitan sensar y graficar las 
amplitudes de vibración con el fin de analizar los datos y definir los 
niveles de estabilidad ó inestabilidad del sistema (severidad de 
vibración). Las señales de vibración normalmente se pueden presentar 
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en unidades de desplazamiento, velocidad o aceleración dependiendo de 
varios factores entre los que se destacan:  
 Propósito de la medición: (movimiento, esfuerzo, velocidad de 
fatiga, fuerza, aceleración. 
 Tipo de máquina: bombas, turbinas, motores de combustión interna, 
motores eléctricos, cajas de engranajes, etc. 
 Velocidad de giro. 
 Sensibilidad. 
De los anteriores factores el más dominante en la determinación de la 
unidad de medida es la frecuencia de operación del rotor. Dada esta 
situación, en la Tabla 4-4 se presentan los parámetros de referencia 
que indican cual unidad de medida de la severidad de vibración se debe 
usar dependiendo la frecuencia de operación del rotor [39].  
Tabla 4-4. Selección de unidades de medida de vibraciones mecánicas 
laterales 
MEDIDA 
RANGO DE 
FRECUENCIA  
UTIL 
SENSIBILIDAD DEL 
TRANSDUCTOR 
PARAMETRO 
FISICO 
APLICACION 
Desplazamiento 20 Hz 
Acelerómetro 
Doble Integración 
Esfuerzo y 
Movimiento 
Movimiento 
estructural 
Desplazamiento 0 – 1000 Hz 
Sensor de 
Proximidad 20 
mV/mil 
 
Movimiento relativo 
entre los cojinetes 
y la carcasa de la 
máquina 
Velocidad 10 – 1000 Hz 
Sísmico 500 
mV/pulg/seg ó 
Acelerómetro 
Integrado 
Fatiga y 
Energía 
Condición general de 
maquinaria que opera 
a frecuencias medias 
Aceleración 
25 – 50000 Hz 
5 – 10000 Hz 
Acelerómetro 10 
mV/g 
Acelerómetro 100 
mV/g 
Fuerza 
Condición general de 
maquinaria que opera 
a frecuencias medias 
y altas 
 
Así mismo, en la Tabla 4-5 [39] se referencian los rangos de 
frecuencia en los cuales se hace más significativa la medición de 
vibración dependiendo de la aplicación en la que es usado el rotor. 
Tabla 4-5. Rangos de frecuencia sugeridos para monitoreo de vibración 
vs tipos de sistemas rotativos 
APLICACION RANGO DE FRECUENCIA 
Sistemas Multietapas (Turbinas, Bombas) 10 X RPM 
Cajas de Engranajes 3 X GMF (Frecuencia Media de Engrane) 
Análisis de Rodamientos 10 X BPFI (Frecuencia paso pista interna) 
Bombas Impulsor Sencillo 3 X VP (Paso de Alabe) 
Motor Eléctrico 3 X 2LF (Frecuencia de Línea) 
Ventiladores 3 X BPF (Frecuencia de Paso de Aspa) 
 
Los transductores de vibración se deben instalar lo más cerca posible 
a la zona de carga. Preferiblemente se colocan sobre los cojinetes, 
dado que son los que aportan la rigidez y amortiguamiento del sistema 
y es la zona de mayor sensibilidad de la dinámica de un rotor.   
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En la instalación experimental se emplean dos acelerómetros de 
sensibilidad 100 mV/g, con el fin de tomar las lecturas de severidad 
de vibración del rotor. El montaje de los sensores se realiza en los 
cojinetes separados entre sí 90⁰, tal y como lo estipula la norma 
técnica ISO 10816 [40]. La señal de los sensores de vibración se lleva 
al módulo de adquisición de datos NI y posteriormente se visualiza con 
ayuda del software de monitoreo de vibración programado en Labview 
2012.  
 
 Análisis en el dominio del tiempo 
 
El dominio del tiempo es útil para reflejar la señal de vibración 
física de cualquier máquina, y sirve para identificar algunos eventos  
(precesión del rotor, transientes, formas modales, etc.), y el régimen 
al cual se repiten (especialmente cuando las señales no son 
filtradas). Su representación gráfica (fundamental en el análisis 
dinámico de rotores) se conoce como forma de onda y consiste en 
visualizar el comportamiento de la amplitud de vibración (aceleración, 
velocidad ó desplazamiento) vs tiempo.  
 
 Análisis orbital y de fase 
 
La órbita representa la posición instantánea del eje geométrico del 
rotor. La órbita se construye mediante la combinación de los datos de 
los gráficos de onda tiempo arrojados por los dos transductores 
instalados perpendicularmente en los cojinetes, obteniéndose un único 
gráfico que muestra el movimiento del centro del eje en el plano 
transversal (en unidades de desplazamiento pico a pico). El gráfico de 
órbita es de fácil interpretación y del cual se puede extraer 
información relevante para análisis dinámico de rotores como por 
ejemplo estimación del giro de aceite (Oilwhirl), y movimientos 
sincrónicos como desbalance de masa y desalineamiento, entre otros. El 
gráfico de órbita junto con la marca de referencia del keyphasor son 
los gráficos más útiles y de mayor uso para el diagnóstico de 
maquinaria rotativa [41]. Para la instalación experimental construida 
en donde el rotor es horizontal se toma la referencia en la posición 
135 grados (medidos en sentido anti horario); y allí se instala el 
transductor de la señal en la componente Y. La señal de vibración en X 
se registra 90 grados retrasada de la señal en Y. 
 
 Pruebas de resonancia y de velocidad crítica 
 
El término velocidad crítica es usado para el fenómeno de resonancia 
en las máquinas rotativas. Las velocidades críticas pueden afectar 
seriamente el rendimiento del rotor e incluso su seguridad. Si la 
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velocidad de operación es mayor que una o más velocidades críticas, el 
rotor debe ser capaz de pasar a través de ellas con niveles aceptables 
de vibración. Lo anterior ocurre siempre y cuando en la fase de diseño 
y construcción se haya efectuado un apropiado balance estático y 
dinámico del rotor, y adicionalmente se hayan especificado unos 
cojinetes con suficiente amortiguamiento. Los rotores que operan a 
velocidades por debajo de su primera velocidad crítica se conocen como 
rotores rígidos, mientras que los rotores que operan a velocidades que 
superan su primera, e incluso segunda velocidad crítica, se denominan 
rotores flexibles. Un rotor pasa por sus velocidades críticas  tanto 
en la fase de arranque como en la fase de parada. En la fase de 
apagado (situación más crítica), el rotor de una máquina rotativa 
evidencia una desaceleración la cual depende de su inercia y de las 
fuerzas de fricción y aerodinámicas presentes en el sistema. Para el 
caso de rotores montados sobre cojinetes de deslizamiento, la 
frecuencia natural puede cambiar debido a que los cambios de velocidad 
influyen en las propiedades de rigidez de la máquina. Así mismo, 
tradicionalmente, se utiliza el desbalance de masas para excitar las 
frecuencias naturales durante las pruebas de identificación de las 
velocidades críticas [26]. 
 
4.2.15. Descripción general de los procedimientos específicos  a 
desarrollar en el banco de pruebas 
 
Pruebas experimentales de vibración lateral 
 
Prueba de funcionamiento del rotor a su frecuencia nominal de 
operación (60 Hz) 
Esta prueba permite evaluar la condición normal de operación del rotor 
teniendo en cuenta el balanceo previo realizado al sistema. Los 
parámetros que deben tenerse en cuenta para la realización de la 
prueba son los siguientes: 
 La prueba deberá ser llevada a cabo en condición de estado estable 
del rotor, a una frecuencia de 60 Hz. 
 Se toman los registros de referencia de vibración en cada cojinete. 
Se deberán obtener las siguientes gráficas: 
i. Amplitud de onda vs. tiempo  
ii. Espectro   
iii. Órbita  
Prueba de excitación de la primera y segunda frecuencia natural 
lateral 
 
Esta prueba se lleva a cabo con el fin de visualizar la primera y 
segunda velocidad crítica del rotor en las fases de  arranque y 
parada. 
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 Para el arranque se configura la rampa de aceleración en 30 
segundos. 
 Para la parada se configura la rampa de desaceleración en 120 
segundos (1ra velocidad crítica) y 240 segundos (2ª velocidad 
crítica).  
 Según los cálculos realizados por medio del método de Raleigh, la 
primera velocidad crítica lateral se alcanza a las 2467 rpm. 
 Inicialmente, se debe configurar el variador a una frecuencia de 30 
Hz. 
 Una vez el rotor estabilice en 30 Hz se debe incrementar la 
frecuencia de giro en 5 Hz de forma controlada hasta llegar a 40 Hz.  
 Una vez el rotor estabilice en 40 Hz se debe incrementar la 
frecuencia de giro en 2 Hz de forma controlada hasta llegar a 50 Hz.  
 Con el rotor girando a 50 Hz se debe incrementar la frecuencia de 
giro en 5 Hz de forma controlada hasta llegar a 120 Hz.  
 En todas las frecuencias referidas  se deben tomar los siguientes 
registros de vibración: 
o Amplitud de onda vs. tiempo  
o Espectro   
o Órbita  
 Finalmente, se apaga el VSD (apagado controlado) para visualizar la 
fase de parada de la máquina mediante las gráficas de espectro, 
órbita y onda tiempo. 
Prueba de vibración lateral para verificación de la afectación del 
fenómeno de desbalance másico y su efecto en el comportamiento 
dinámico del rotor.  
 
Esta prueba consiste en desbalancear el rotor, cambiando la 
orientación y cantidad de las masas de prueba instaladas en los 
impulsores. Cada impulsor posee un alojamiento tipo cola de milano 
para facilitar la adición de masa (de peso conocido). NOTA: El rotor 
previamente fue balanceado estática y dinámicamente (a 1281 rpm) en 
dos planos (Figura 4-18). El desbalance residual final del rotor 
arrojó los siguientes resultados: en el plano 1: 0.057 gramos a 
267.2 grados; en el plano 2: 0.078 gramos a 245.3 grados. A nivel 
estático el rotor posee un desbalance residual de 0.133 gramos a 
254.6 grados.  
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Figura 4-16. Detalle del proceso de balanceo del rotor bajo criterio 
API Grado 1 (4W/N) 
 
El procedimiento para realizar esta prueba es el siguiente: 
 Se marca sobre el rotor la posición en la cual se instalan los pesos 
de prueba (de masa conocida) en los diferentes impulsores en el área 
maquinada tipo cola de milano (Ver Figura 4-19). 
Figura 4-17. Detalle de las colas de milano mecanizadas en cada uno 
de los siete impulsores del rotor multietapas 
 
 
 Instalación de masa de prueba (se usan 6 gramos de desbalance en 
cada disco) y se generaran cuatro formas de desbalanceo relacionadas 
a continuación:  
 
1). Desbalance másico de 6 gramos (posición cero grados) únicamente en 
la primera etapa (Ver Figura 4-20): 
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Figura 4-18. Detalle del montaje de las masas de prueba en el disco 
número uno del rotor multietapas con el fin de inducir desbalanceo. 
Las tres masas tienen un peso de 2 gramos c/u. 
 
 
 
2). Desbalance másico de 6 gramos (posición cero grados) en la primera 
etapa, 6 gramos (posición 90 grados) en la cuarta etapa y 6 gramos 
(posición 270 grados) en la séptima etapa (Ver Figura 4-21).  
Figura 4-19. Detalles del montaje de las masas de prueba para inducir 
desbalance. Instalación de 6 gramos en cada impulsor en diferentes 
ángulos de fase: posición cero grados en la primera etapa, posición 90 
grados en la cuarta etapa y posición 270 grados en la séptima etapa. 
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3). Desbalance másico de 6 gramos (posición cero grados en la tercera 
etapa, posición 90 grados en la cuarta etapa y posición 270 grados en 
la quinta etapa (Ver Figura 4-22). 
 
Figura 4-20. Detalles del montaje de las masas de prueba para inducir 
desbalance. Instalación de 6 gramos en cada impulsor en diferentes 
ángulos de fase: posición cero grados en la tercera etapa, posición 90 
grados en la cuarta etapa y posición 270 grados en la quinta etapa 
 
 
 
4) Desbalance másico de 6 gramos (en fase: posición cero grados) en la 
tercera, cuarta y quinta etapa (Ver Figura 4-23).     
Figura 4-21. Detalles del montaje de las masas de prueba para inducir 
desbalance másico. Instalación de 6 gramos (en fase) en cada uno de 
los impulsores (tercera, cuarta y quinta etapa) 
 
 
 Para cada una de las formas de desbalance citadas en el punto 
anterior el procedimiento consiste en llevar al rotor a una 
frecuencia de 60 Hz y dejarlo estabilizar. Posteriormente se 
incrementara la frecuencia cada 5 Hz hasta 80 Hz y en cada régimen 
de giro se toman los registros de onda tiempo, espectro y órbita y 
se analizan los resultados. 
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 Pruebas experimentales de vibración torsional 
 
La vibración torsional en un rotor se determina mediante la amplitud 
de su deformación angular en los diferentes puntos o inercias en las 
que previamente ha sido discretizado el sistema para su análisis. 
Estas deformaciones se dan en función del torque de excitación y/o en 
función del torque de carga (para la instalación experimental 
corresponde a la acción del freno magnético). Los niveles de vibración 
torsional se consideran críticos dependiendo de su amplitud y se 
presentan en las zonas donde la deformación angular cruza el eje cero 
pasando de valores angulares positivos a negativos y viceversa (ver 
ejemplo en Figura 4-24). Cuando se presenta esta última condición es 
porque el sistema está ante una frecuencia crítica torsional.  
 
Figura 4-22. Visualización de velocidades críticas torsionales en un 
eje con doce nodos. 
 
De acuerdo al cálculo teórico desarrollado la primera velocidad 
crítica torsional del rotor multietapas de la instalación experimental 
(rotor con 7 impulsores) se alcanza a 28230 rpm. Lo anterior 
significa, que experimentalmente no es factible para este caso 
particular visualizar el fenómeno de velocidades críticas en el banco 
de pruebas. Dado lo anterior, las pruebas de vibración torsional se 
centrarán en verificar la deformación angular del eje del rotor a 
medida que se aplica el torque de carga (accionamiento del freno 
magnético). 
Primera prueba dinámica de vibración torsional 
  
El desarrollo de esta prueba permite evaluar la condición normal de 
operación del rotor a la frecuencia nominal (30 Hz) registrando las 
deformaciones angulares de los encoders instalados en cada extremo del 
rotor. Con esta prueba se busca graficar la diferencia angular de los 
dos encoders y el torque vs la velocidad de giro.  
Segunda prueba dinámica de vibración torsional con accionamiento del 
freno magnético 
 
Esta prueba consiste en evaluar la deformación angular del rotor 
multietapas mediante variación de la tensión del freno magnético 
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(empleando el controlador TCS-200) hasta que la protección por 
sobrecarga del motor lo permita (7.5 A). La prueba se lleva a cabo en 
condición de estado estable del rotor, iniciando a una frecuencia de 
30 Hz y consiste en disminuir la frecuencia cada 5 Hz hasta alcanzar 
10 HZ de frecuencia de salida del variador. En la Figura 4-25 se 
observa la configuración del banco experimental para el desarrollo de 
las pruebas de vibración torsional.  
Figura 4-23. Detalles del banco experimental durante las pruebas 
experimentales de vibración torsional 
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5. Capítulo 5.  
Resultados del Modelo Matemático y Contraste con la 
Información de los Ensayos Experimentales  
 
En el presente capítulo se presentan los resultados de vibración 
lateral y vibración torsional obtenidos, tanto del modelamiento 
matemático empleando la formulación de matrices de transferencia como 
de las pruebas experimentales ejecutadas. Los resultados se presentan 
de forma cuantitativa y gráfica y se hace un análisis específico de 
las pruebas más representativas.  
5.1. Resultados modelamiento de vibración lateral 
 
El modelamiento del fenómeno de vibración lateral se efectuó en Matlab 
orientado a la solución de la formulación matemática de las matrices 
de transferencia del rotor en estudio. Para el análisis el rotor se 
dividió en 29 Nodos (28 elementos) con el fin de tener un buen nivel 
de precisión en los resultados del modelo matemático (ver Figura 5-1).   
Figura 5-1. Discretización del rotor multietapas en 29 nodos  
 
El modelo en Matlab contempla 28 elementos conformados cada uno por un 
disco y el tramo de eje adyacente. Los cojinetes se ubican en los 
nodos 6 y 24 y los 7 impulsores se ubican en los nodos 11, 13, 15, 17, 
19, 21 y 23, respectivamente. Una vez calculadas las propiedades de 
cada disco y de cada sección de eje (momentos de inercia, momentos 
polares, peso, etc.) y almacenadas vectorial y matricialmente se 
procede a calcular los coeficientes de la matriz de rigidez y de la 
matriz de amortiguamiento tanto de impulsores como de cojinetes. Con 
esta información se plantea la matriz de transferencia tanto de 
impulsores como de la sección de eje adyacente de acuerdo a la 
formulación matricial planteada en la sección 3.1.1. Finalmente se 
realiza la transferencia matricial de los 28 elementos del rotor y se 
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soluciona mediante el toolkit de Matlab de Autovalores y Autovectores  
del tipo “[V,D]= eig (A)”; en donde la solución de la diagonal de la 
Matriz  “D” corresponde a los autovalores (frecuencias naturales 
laterales) y la matriz “V” corresponde a los autovalores del sistema 
que representan las formas modales laterales.  
Resultados Velocidades_Críticas_Laterales_Rotor_Multietapas (rad/seg): 
1.0e+06 * 
5.235943718608382 - 0.000537869662514i 
3.399834408486464 - 0.000269515802049i 
-0.000026972550127 - 0.000000023853690i 
-0.000001300797817 - 0.000000001777223i 
-0.000000000000037 + 0.000000000000000i 
-0.000000000000000 - 0.000000000000000i 
0.000000000000000 + 0.000000000000000i 
0.000000000000000 - 0.000000000000000i 
Los resultados del modelamiento matemático indican que la primera 
velocidad crítica lateral del rotor (autovalor) se alcanza a una 
frecuencia de 42.89 Hz (2573 rpm) y la segunda velocidad crítica del 
sistema se alcanza a una frecuencia de 85.6 Hz (5136 rpm).  
De otra parte, a medida que se modifican los criterios de rigidez y 
amortiguamiento en el modelo se evidencian desplazamientos de los 
rangos de las velocidades críticas del rotor. Para el caso del rotor 
asimétrico en estudio, si se reduce en un 50% el amortiguamiento en 
los cojinetes de inmediato se evidencia el cambio creciente en los 
autovalores del sistema.  
  1.0e+06 * 
  5.235943972067203 - 0.000601389033797i 
  3.399834293992305 - 0.000340288117204i 
Las nuevas dos primeras velocidades críticas laterales del rotor se 
alcanzan a las frecuencias de 54.14 Hz (3248 rpm) y 95.69 Hz (5741 
rpm). Así mismo, cuando se incrementa el amortiguamiento de los 
cojinetes en un 50%, de inmediato las velocidades críticas laterales 
del rotor multietapas decrecen, y los dos primeros nuevos autovalores 
del sistema se alcanzan a las frecuencias de 31.6 Hz (1897 rpm) y 
75.48 Hz (4529 rpm): 
   1.0e+06 * 
  5.235942999473662 - 0.000474361770643i 
  3.399834769973055 - 0.000198731802492i 
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También se obtuvieron resultados para el fenómeno del desbalance 
másico inducido sobre las etapas del rotor y su efecto en el 
comportamiento dinámico.  
Los resultados del efecto del desbalance másico modelado en Matlab en 
los cuatro escenarios planteados registran que los autovalores del 
sistema (velocidades críticas laterales) son muy sensibles al 
desbalance inducido en el rotor. En la Tabla 5-1 se resumen los 
resultados que arroja el modelo matemático teórico mediante las 
matrices de transferencia y en el que se puede observar que a medida 
que se aumenta el grado de desbalance en el rotor en los cuatro 
escenarios planteados las frecuencias a las cuales se presentan las 
primeras dos velocidades criticas laterales del rotor en estudio se 
incrementan. Los resultados obtenidos del efecto del desbalance másico 
en las frecuencias críticas laterales están en línea con los 
resultados del estudio realizado por Crawford, Myrick, y Schumpertd 
[22] por Vance [42] y por Hui, Rongze y Bangchun [43]. 
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Tabla 5-1. Resultados modelamiento matemático considerando el efecto del desbalance en las 
velocidades críticas laterales del rotor multietapas
Test 1ra Etapa 2a Etapa 3ra Etapa 4a Etapa 5a Etapa 6a Etapa 7a Etapa 
Velocidades Críticas 
(Autovalores) 
 
Masa 
Prueba 
Fase 
Angular 
Masa 
Prueba 
Fase 
Angular 
Masa 
Prueba 
Fase 
Angular 
Masa 
Prueba 
Fase 
Angular 
Masa 
Prueba 
Fase 
Angular 
Masa 
Prueba 
Fase 
Angular 
Masa 
Prueba 
Fase 
Angular 
1ra 
Velocidad 
Crítica 
2a 
Velocidad 
Crítica 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 42.89 Hz 85.6 Hz 
1 0.006 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 68.73 Hz 227 Hz 
2 0.006 0 0 0 0 0 0.006 90 0 0 0 0 0.006 270 170 Hz 320.53 Hz 
3 0 0 0 0 0.006 0 0.006 90 0.006 270 0 0 0 0 238.73 Hz 454.7 Hz 
4 0 0 0 0 0.006 0 0.006 0 0.006 0 0 0 0 0 238.73 Hz 454.7 Hz 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
90 
 
 
 
5.2. Resultados experimentales de vibración lateral 
5.2.1. Prueba de funcionamiento del rotor a su frecuencia nominal de operación 
(60 Hz) 
  
Esta prueba permitió evaluar la condición normal de operación del 
rotor a la frecuencia nominal (60 Hz), teniendo en cuenta el balanceo 
previo realizado al sistema. De acuerdo a las condiciones dinámicas 
del rotor a 60 Hz registradas en las Figuras 5-3 y 5-4, se observan 
niveles normales de severidad de vibración con un espectro 
característico al 1x, propio de las fuerzas de desbalance residual 
normal del rotor. La órbita de la Figura 5-5 muestra un comportamiento 
elíptico que es la condición real esperada de una máquina rotativa. La 
gráfica de onda tiempo de la Figura 5-2 deja observar en los dos 
cojinetes un comportamiento sinusoidal con leves truncamientos debido 
a las condiciones normales de restricción de grados de libertad en la 
posición vertical pero con niveles de vibración dentro de parámetros 
permisibles.  
A manera de referencia, la experiencia en rotores multietapas es que 
un sistema dinámicamente estable evidencie un comportamiento de órbita 
elíptica, un espectro con frecuencia predominante al 1x y amplitudes 
mínimas de vibración que no lleguen a superar las holguras existentes 
entre rotor y los cojinetes de deslizamiento [41]. Lo anterior, se 
cumple totalmente de acuerdo a los resultados de la prueba a 60 Hz. La 
prueba se desarrolló arrancando el motor con una rampa de 30 segundos 
hasta alcanzar su velocidad normal de operación. Se tomaron registros 
de las temperaturas de los cojinetes teniendo valores de 43 y 41 
grados centígrados (lado acople y lado libre respectivamente) después 
de 20 minutos de operación a esta frecuencia (Ver Figura 5-6).  
 
Figura 5-2. Amplitud de onda Vs tiempo a 60 Hz (cojinete lado libre) 
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Figura 5-3. Espectro de vibración a 60 Hz (cojinete lado acople) 
 
Figura 5-4. Espectro de vibración a 60 Hz (cojinete lado libre) 
 
Figura 5-5. Órbita del rotor a 60 Hz en cojinete lado acople (Izq) y 
lado libre (der) 
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Figura 5-6. Registros de temperatura de los cojinetes (lado acople y 
lado libre) del rotor girando a 60 Hz. Registros tomados después de 20 
minutos de operación 
 
 
5.2.2. Prueba de verificación de la primera velocidad crítica lateral del rotor 
 
Esta prueba se llevó a cabo con el fin de visualizar experimentalmente 
la aparición de la primera velocidad crítica lateral del rotor. Se 
inició la prueba con una velocidad de giro del rotor de 30 Hz y se 
incrementó esta frecuencia de forma controlada hasta alcanzar 80 Hz; 
en cada paso o escalón de frecuencia se graficaron las señales de onda 
tiempo, espectro y órbita de cada cojinete.  
De acuerdo a lo observado, en las pruebas experimentales la mayor 
inestabilidad del rotor ocurre en un rango de frecuencias entre 42 y 
50 Hz; principalmente en la frecuencia de 46 Hz, en donde se evidencia 
la aparición de la primera velocidad crítica lateral. Dado lo 
anterior, a continuación se relacionan los resultados experimentales 
de vibración lateral y el efecto dinámico de la aparición de la 
primera velocidad crítica (46 Hz) con su efecto de amplificación de 
los niveles de severidad de vibración. 
Los gráficos de onda tiempo (Figura 5-7) y el grafico de espectro del 
rotor a la frecuencia de 42 Hz (Figura 5-8 y Figura 5-9) evidencian 
incrementos leves de vibración total aunque aún dentro de parámetros 
normales. En el cojinete lado acople predominan las frecuencias al 1X 
y 2x en la dirección horizontal y al 1x en la dirección vertical. Una 
condición similar se experimenta en el cojinete lado libre.  
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Figura 5-7. Amplitud de onda vs tiempo a 42 Hz (cojinete lado libre) 
 
 
Figura 5-8. Espectro de vibración a 42 Hz (cojinete lado acople) 
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Figura 5-9. Espectro de vibración a 42 Hz (cojinete lado libre) 
 
La gráfica de órbita a 42 Hz en los dos cojinetes (Ver Figura 5-10) 
evidencia inicio de formación de loops internos de amplitudes de 
vibración bajos.  
Figura 5-10. Órbita del rotor a 42 Hz en cojinete lado acople (Izq.) y 
cojinete lado libre (Der) 
 
A la frecuencia de giro de 44 Hz se registra en la gráfica de onda 
tiempo (Figura 5-11) especialmente en la componente horizontal una 
modulación de la señal de vibración (dos nodos) con amplitudes 
ligeramente mayores a las que se observaron en la frecuencia de 42 Hz 
dada su mayor frecuencia de giro.  
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Figura 5-11. Amplitud de onda vs tiempo a 44 Hz (cojinete lado libre) 
 
 
A nivel espectral (Figura 5-12 y Figura 5-13), con el rotor girando a 
44 Hz se mantienen las frecuencias predominantes del 1x y 2x. Las 
amplitudes de vibración en los dos cojinetes se incrementan respecto a 
lo observado en las frecuencias anteriores pero corresponde con lo 
esperado dada la mayor velocidad de giro del rotor.  
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Figura 5-12. Espectro de vibración a 44 Hz (cojinete lado acople) 
 
Figura 5-13. Espectro de vibración a 44 Hz (cojinete lado libre) 
 
Figura 5-14. Órbita del rotor a 44 Hz en cojinete lado acople (Izq.) y 
en cojinete lado libre (Der). 
La gráfica de órbita en los dos cojinetes a la frecuencia de 44 Hz 
(Ver Figura 5-14) evidencia aumento rápido de las amplitudes de 
vibración y una forma más alargada de la órbita respecto al 
comportamiento a 42 Hz. 
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Las graficas de onda tiempo a 46 Hz (Figura 5-15) evidencian leve 
truncamiento de la señal de vibración en la componente vertical del 
cojinete lado libre.  
Figura 5-15. Amplitud de onda Vs tiempo a 46 Hz (cojinete lado libre) 
 
 
 
A nivel espectral (Figura 5-16 y Figura 5-17) se evidencia un 
incremento de aproximadamente 2.5 veces los niveles de severidad de 
vibración en los dos cojinetes, producto del paso del rotor por una 
zona de velocidades críticas. En el cojinete lado acople predomina 1x 
y en el cojinete lado libre se evidencia predominancia de la 
frecuencia 2x, de mayor amplitud que la 1x. 
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Figura 5-16. Espectro de vibración a 46 Hz (cojinete lado acople) 
 
Figura 5-17. Espectro de vibración a 46 Hz (cojinete lado libre) 
 
La órbita del rotor a 46 Hz (Figura 5-18) evidencia una superposición 
de las señales de amplitud de vibración muy superiores al 
comportamiento encontrado a bajas frecuencias. Se evidencia un loop 
interno en el sentido de rotación del eje propio del paso del rotor 
por una zona crítica de velocidad. 
Figura 5-18. Órbita del rotor a 46 Hz en cojinete lado acople (Izq.) y 
cojinete lado libre (Der). 
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La predicción teórica de la primera velocidad crítica lateral 
desarrollada mediante el análisis de Raleigh varía en un 11% respecto 
a los resultados obtenidos en las pruebas experimentales; y así mismo, 
los resultados de la predicción de la primera velocidad critica 
lateral mediante el modelo matemático desarrollado en Matlab varia en 
un 6.5% respecto a los resultados obtenidos en las pruebas 
experimentales (Ver tabla 5-2).  
Tabla 5-2. Resultados para la primera velocidad crítica lateral del 
rotor multietapas  
Método de Calculo 
 
Frecuencia a la cual 
ocurre la 1ra velocidad 
crítica lateral (Hz) 
% Error (respecto a 
la medición 
experimental) 
Método Raleigh 41.12 -10.6 % 
Modelo matemático 
desarrollado empleando 
matrices de 
transferencia 
42.89 -6.76% 
Medición Experimental 
en Banco de Pruebas 
46 - 
  
A la velocidad de giro de 48 Hz se evidencia en las gráficas de onda 
tiempo y en los espectros de los dos cojinetes (Figura 5-19 hasta la 
Figura 5-21) un decremento en los niveles de severidad de vibración 
que refleja que el rotor sale de la zona crítica de resonancia.  
Figura 5-19. Amplitud de onda vs tiempo a 48 Hz (cojinete lado libre) 
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Figura 5-20. Espectro de vibración a 48 Hz (cojinete lado acople) 
 
Figura 5-21. Espectro de vibración a 48 Hz (cojinete lado libre) 
 
El análisis orbital (Figura 5-22) indica que el rotor, al alcanzar la 
frecuencia de 48 Hz, comienza a mostrar un comportamiento semielíptico 
(condición dinámica más estable) aunque aún con loop interno que 
refleja una restricción leve al giro (precesión).  
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Figura 5-22. Órbita del rotor a 48 Hz en cojinete lado acople (Izq.) y 
en cojinete lado libre (Der) 
 
 
5.2.3. Prueba de vibración lateral para verificación del efecto del fenómeno de 
desbalanceo másico en el comportamiento dinámico del rotor 
 
Esta prueba consistió en desbalancear el rotor, cambiando la 
orientación y cantidad de las masas de prueba instaladas en los 
impulsores en cuatro escenarios diferentes y cuyos resultados se 
registran a continuación. 
  
1) Desbalance másico de 6 gramos (posición cero grados) únicamente 
en la primera etapa: 
 
Al llevar el rotor a 80 Hz se observa en el cojinete lado acople una 
condición severa de carga radial y un aumento relevante en los niveles 
de severidad de vibración (ver Figura 5-23). 
Figura 5-23. Órbita del rotor en cojinete lado acople con desbalance 
másico de 6 gramos (posición cero grados) en la primera etapa a 80 Hz 
de frecuencia de giro 
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La frecuencia predominante en los dos cojinetes es la 1X (Figura 5-
24). Esta condición de incremento severo de vibración del rotor 
muestra un efecto nocivo del desbalance en la dinámica de la máquina 
propio de la aparición del fenómeno de velocidad crítica (Ver Tabla 5-
3).  
Figura 5-24. Espectro del rotor con desbalance másico de 6 gramos 
(posición cero grados) en la primera etapa a 80 Hz de frecuencia de 
giro
  
 
Tabla 5-3. Resultados del efecto de inducir desbalanceo másico en la 
determinación de la primera velocidad crítica lateral del rotor 
multietapas con desbalance en un solo impulsor 
Método de Calculo 
 
Frecuencia a la cual 
ocurre la 1ra velocidad 
crítica lateral (Hz) 
% Error (respecto a 
la medición 
experimental) 
Modelo matemático 
desarrollado empleando 
matrices de 
transferencia 
68.73 -14.08% 
Medición Experimental 
en Banco de Pruebas 
80 - 
 
2) Desbalance másico de 6 gramos (posición cero grados) en la primera 
etapa, 6 gramos (posición 90 grados) en la cuarta etapa y 6 gramos 
(posición 270 grados) en la séptima etapa: 
 
El rotor al alcanzar la frecuencia de 80 Hz con el desbalance inducido 
en esta segunda prueba evidenció un efecto de resonancia estructural 
no necesariamente asociado a la aparición de una velocidad crítica del 
rotor dado que el grafico de órbita de los cojinetes reflejo un 
comportamiento semieliptico con amplitudes de severidad de vibración 
incluso inferiores a las evidenciadas en la prueba anterior (Ver 
Figura 5-25).  
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Figura 5-25. Órbita del rotor en cojinete lado acople (Izq.) y en 
cojinete lado libre (Der) con desbalance másico de 6 gramos (posición 
cero grados) en la primera etapa, 6 gramos (posición 90 grados) en la 
cuarta etapa y 6 gramos (posición 270 grados) en la séptima etapa a 80 
Hz de frecuencia de giro. 
  
 
3) Desbalance másico de 6 gramos (posición cero grados en la tercera 
etapa, posición 90 grados en la cuarta etapa y posición 270 grados en 
la quinta etapa: 
El rotor al alcanzar la frecuencia de 70 Hz mostró un incremento 
superior en 2 veces los niveles de severidad de vibración al 1x 
(propio del desbalanceo másico inducido) respecto a la frecuencia 
anterior con predominancia de una carga radial (fuerza) en la 
componente horizontal (Ver Figura 5-26). Durante la prueba se observó 
físicamente el inicio de una resonancia estructural la cual no 
necesariamente está asociada a una velocidad crítica del rotor. 
Figura 5-26. Órbita del rotor (cojinete lado acople y lado libre) con 
desbalance másico de 6 gramos (posición cero grados) en la tercera 
etapa, 6 gramos (posición 90 grados) en la cuarta etapa y 6 gramos 
(posición 270 grados) en la quinta etapa a 70 Hz de frecuencia de giro 
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4) Desbalance másico de 6 gramos (en fase: posición cero grados) en la 
tercera, cuarta y quinta etapa: 
 
Durante el desarrollo de las pruebas experimentales al llevar el rotor 
a 65 Hz con el desbalanceo inducido (en fase) el rotor alcanzó un 
incremento de aproximadamente 2.5 veces los niveles de severidad de 
vibración del rotor respecto a sus parámetros con el rotor balanceado 
a la misma frecuencia. La gráfica de órbita (Figura 5-27) refleja el 
inicio de la formación de un loop al girar el muñón respecto al 
cojinete.  
Figura 5-27. Órbita del rotor del cojinete lado acople (Izq.) y 
cojinete lado libre (Der) con desbalance másico de 6 gramos (en fase: 
posición cero grados) en la tercera, cuarta y quinta etapa a 65 Hz de 
frecuencia de giro 
 
 
De acuerdo a los resultados experimentales se concluye que el efecto 
del desbalance másico inducido en el rotor (mediante adición de masa 
en el primer impulsor) genera que las frecuencias donde normalmente se 
presentan las velocidades críticas (bajo condiciones de rotor 
correctamente balanceado) se desplacen a frecuencias superiores. 
Desbalances drásticos pueden incluso hacer coincidir en el rotor su 
frecuencia nominal de giro con una frecuencia crítica siendo este uno 
de los principales problemas a los que se enfrenta todo diseñador de 
turbomaquinaria. La segunda, tercera y cuarta pruebas de desbalance 
permitieron evidenciar el enganche de una resonancia estructural la 
cual no necesariamente corresponde con la aparición de una velocidad 
crítica. Dadas las restricciones de frecuencia máxima de los 
acelerómetros experimentalmente no es factible para este rotor en 
particular verificar la aparición de las velocidades críticas en los 
últimos escenarios de desbalance. 
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5.2.4. Prueba de verificación de la segunda velocidad crítica lateral del rotor  
 
Para realizar esta prueba fue necesario desmontar los Encoders debido 
a que por diseño su máxima velocidad (desde el punto de vista 
mecánico) es de 6000 rpm. Adicionalmente, se monitoreo de forma 
permanente la temperatura de los cojinetes. Se inició la prueba con 
una velocidad de giro del rotor de 30 Hz y se incrementó esta 
frecuencia  de forma controlada hasta alcanzar 120 Hz; en cada 
frecuencia se graficaron las señales de onda tiempo, espectro y órbita 
de cada cojinete. El variador de velocidad se configuró con una rampa 
de aceleración de 30 segundos para el arranque y una rampa de 
desaceleración de 240 segundos para el apagado, con el fin de 
garantizar una adecuada lubricación hacia el final de la prueba.  
De acuerdo a lo observado en las pruebas experimentales la mayor 
inestabilidad del rotor se evidenció a una frecuencia muy cercana de 
los 98 Hz corroborándose experimentalmente en esta zona la aparición 
de la segunda velocidad crítica lateral caracterizada por un 
incremento de aproximadamente 3.6 veces la amplitud de severidad de 
vibración lateral respecto a su condición nominal de operación [44] 
(ver Figura 5-28, Figura 5-29 y Tabla 5-4).  
Figura 5-28. Espectro de vibración (cojinete lado acople y lado libre) 
a 98 Hz con aumento de 3.6 veces niveles de severidad de vibración
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Figura 5-29. Órbita del rotor (cojinete lado acople y lado libre) a 98 
Hz 
 
Al igual que lo desarrollado durante la prueba de verificación 
experimental de la primera velocidad crítica lateral, en la ejecución 
de las pruebas de verificación de la segunda velocidad crítica lateral 
se monitorearon de forma permanente los registros de deformación 
angular de los Encoders; los cuales registraron valores de deformación 
angular cero en cada extremo del rotor. Lo anterior ratifica que bajo 
condiciones normales de operación del rotor, el fenómeno de vibración 
lateral no causa efectos dinámicos torsionales, incluso ni cuando el 
rotor pasa por las frecuencias críticas laterales.   
Tabla 5-4. Resultados determinación segunda velocidad crítica lateral 
del rotor multietapas  
Método de Calculo 
 
Frecuencia a la cual 
ocurre la 2a velocidad 
crítica lateral (Hz) 
% Error (respecto a 
la medición 
experimental) 
Modelo matemático 
desarrollado empleando 
matrices de 
transferencia 
85.6 -12.65% 
Medición Experimental 
en Banco de Pruebas 
98 - 
 
5.2.5. Prueba de modificación del amortiguamiento en los cojinetes del rotor 
 
Se efectuó experimentalmente la prueba de modificar el amortiguamiento 
del sistema mediante el empleo de un aceite lubricante de menor 
viscosidad cinemática en los dos cojinetes (Turbina ISO 68). Lo 
anterior con el fin de evaluar el efecto de la modificación de este 
parámetro y contrastarlo con los resultados del modelo matemático de 
la sección 5.1. En la prueba experimental al usar el aceite de menor 
viscosidad se presentó falla severa en los cojinetes por 
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sobrecalentamiento (en menos de 2 minutos la temperatura aumento a 135 
grados centígrados). Esta prueba ocasionó desprendimiento del babbit 
en los dos cojinetes de deslizamiento los cuales fue necesario volver 
a fabricar. Este fenómeno nocivo ocurrió debido a que la modificación 
en el parámetro de viscosidad de los cojinetes manteniendo iguales los 
parámetros dimensionales (de eje y cojinetes), generaron que la 
variable del espesor mínimo de película lubricante se redujera de 
  
 
       a un valor de 
  
 
     ; el nuevo espesor mínimo de película se 
redujo de                 a                   De igual forma, la relación 
de excentricidad entre cojinete corto y eje se modifica pasando de 
0.82 a un valor de 0.91, lo cual implica que la nueva excentricidad 
entre muñón y cojinete tome un valor de                  
Teniendo en cuenta los resultados experimentales obtenidos al realizar 
esta prueba de disminución del parámetro de amortiguamiento de los 
cojinetes se verifico que a mayor excentricidad producto del cambio de 
espesor mínimo de película lubricante menor tolerancia a la carga 
radial para la velocidad definida (el eje del rotor multietapas es 
forzado a descender y por ende la excentricidad tiende a aumentar). La 
posición limite se alcanza cuando       es decir cuando el eje este en 
contacto físico (metal-metal) con el cojinete de deslizamiento. Esto 
último es una condición que se presento en el desarrollo de las 
pruebas experimentales como ya se ilustro generando un efecto dinámico 
nocivo en el rotor. De igual forma, las velocidades críticas laterales 
de rotor también cambian dado que son función de los parámetros de 
rigidez y amortiguamiento que se están modificando.  
 
5.3. Resultados modelamiento de vibración torsional 
 
El modelamiento del fenómeno de vibración torsional se efectuó 
teniendo en cuenta la formulación matemática descrita en detalle en el 
Capítulo 3 y cuya evaluación matemática se realizó empleando Matlab 
considerando la discretizacion del rotor en 29 nodos tal y como se 
ilustró en la Figura 5-1. Los resultados del modelamiento son de tipo 
complejo dado que se trata de ecuaciones de segundo orden. La parte 
real de la solución hace referencia a las formas modales que adopta el 
rotor descrita mediante decrementos logarítmicos, y la parte 
imaginaria obedece a los autovalores del sistema (frecuencias 
naturales). Estos últimos toman valores positivos o negativos que 
indican si el sistema tiende a ser estable (amortiguado cuando el 
signo de la parte imaginaria es negativo) ó inestable (ausencia de 
amortiguamiento, cuando el signo de la parte imaginaria es positivo).  
Al igual que en el modelo lateral, los 28 elementos son conformados 
cada uno por un disco y el tramo de eje adyacente al disco el cual se 
considera de masa despreciable. Los cojinetes se ubican en los nodos 6 
y 24 y los 7 impulsores se ubican en los nodos 11, 13, 15, 17, 19, 21 
y 23, respectivamente. Se procede a calcular y almacenar en un vector 
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los Momentos Polares de Inercia, los coeficientes de rigidez y 
amortiguamiento  de los discos y de las secciones de eje. Con esta 
información de acuerdo a lo referido en (3.43), (3.44) y (3.45) se 
plantea la matriz de transferencia tanto de impulsores como de la 
sección de eje adyacente de acuerdo a la formulación matricial 
planteada en la sección 3.2.2. Las matrices descritas tienen 2 grados 
de libertad por elemento asociados al desplazamiento angular ϴ y al 
torque de excitación o torque de carga (T). Finalmente se realiza la 
transferencia matricial de los 28 elementos del rotor y se soluciona 
mediante el toolkit de Matlab de Autovalores y Autovectores  del tipo 
“[VV,DD]= eig(mTransf_Tors)”; en donde la soluci n de la Diagonal de 
la Matriz  “DD” corresponde a los autovalores (frecuencias naturales 
torsionales) y la matriz “VV” corresponde a los autovalores del 
sistema que representan las formas modales torsionales.  
 
Resultados Velocidades_Criticas_Torsionales_Rotor_Multietapas 
(rad/seg): 
1.0e+03 * 
 -1.943896503010170 - 2.993074432900819i 
 -0.152615347409714 + 0.234986324474037i 
Los resultados del modelamiento matemático indican que la primera 
velocidad crítica torsional del rotor multietapas de la instalación 
experimental (autovalor) se alcanza a una frecuencia de 476.3 Hz 
(28580.97 rpm). El signo negativo de la componente imaginaria indica 
que el sistema es estable dinámicamente. El resultado del autovalor 
determinado mediante el modelo matemático refleja que la diferencia en 
la estimación de la primera velocidad crítica torsional de la 
instalación experimental varía en un 1.22% respecto al resultado 
alcanzado usando la metodología de Raleigh (28230.79 rpm). 
De forma análoga a lo analizado en el fenómeno de vibración lateral, 
en el modelamiento matemático del fenómeno de vibración torsional a 
medida que se modifican los criterios de rigidez y amortiguamiento en 
el modelo se evidencian leves desplazamientos de los rangos de las 
velocidades críticas del rotor. Para el caso del rotor asimétrico en 
estudio, si se reduce en un 50% la rigidez en los cojinetes de 
inmediato se evidencia un leve cambio creciente en los autovalores del 
sistema.  
 1.0e+03 * 
 -1.937340137814719 - 3.066517353717043i 
 -0.147249928316811 + 0.233074436286869i 
La nueva primera velocidad crítica torsional del rotor se alcanza a la 
frecuencia de 488.07 Hz (29282.84 rpm). Así mismo, cuando se 
incrementa la rigidez de los cojinetes en un 50%, de inmediato las 
velocidades críticas torsionales del rotor multietapas decrecen 
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levemente y el primer nuevo autovalor del sistema se alcanzan a la 
frecuencia de 472.38 Hz (28343.2 rpm)  
 1.0e+03 * 
 -0.154477345552026 + 0.235636544334691i 
 -1.945856726322223 - 2.968169559895481i 
En la Figura 5-30, se observa la gráfica de deformación angular versus 
valores incrementales de la velocidad de rotación; en la cual se 
identifica la primera frecuencia natural torsional del rotor 
multietapas en el punto donde la curva cruza el cero [32].  
110 
 
 
 
Figura 5-30. Visualización de la 1ra velocidad crítica torsional 
 
 
5.4. Resultados experimentales de vibración torsional 
 
5.4.1. Prueba de funcionamiento del rotor a la mitad de su frecuencia nominal de 
operación (30 Hz) 
 
Esta prueba permitió evaluar la condición de operación del rotor a la 
frecuencia nominal (30 Hz) mediante la gráfica de deformación angular de 
cada encoder.  
                            
Durante la prueba de la referencia, en la fase de aceleración del motor 
(rampa configurada para 30 segundos), los encoders registraron valores 
instantáneos de deformación angular de amplitudes muy bajas cuando el rotor 
paso de 7 a 10 Hz. Estos cambios en los valores de deformación angular se 
dan tan rápido que no se pueden considerar como un dato consistente. Como 
se observa en la Figura 5-31, los niveles de deformación angular (vibración 
torsional) al llevar el rotor de la instalación experimental a 30 Hz son 
inapreciables teniendo en cuenta las restricciones de resolución del 
sistema de captación (4096 pulsos por revolución).  
Figura 5-31. Diferencia en deformación angular medida en encoders del rotor 
(rad) sin accionamiento de freno magnético 
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Simultáneamente, el espectro de vibración y la gráfica de órbita (Figura 5-
32) tomados como referencia se caracterizan por la presencia de armónicos 
de la frecuencia de giro con varios loops internos en su órbita, lo cual 
indica que esta frecuencia de giro no es  una región apropiada para la 
operación del rotor. El motor a los 30 Hz registro un torque de salida del 
32% de su torque nominal (63 lb-in) y consumió 1.9 A, lo que equivale a un 
16% de su potencia nominal de salida.  Estos resultados se toman como los 
puntos de referencia para en la siguiente sección evaluar los niveles de 
severidad de vibración torsional durante las pruebas de accionamiento del 
freno magnético. 
 
 
 
 
 
Figura 5-32. Espectros de vibración y gráfica de órbita del Rotor a 30 Hz 
en cojinete lado acople sin accionamiento de freno magnético. 
112 
 
 
 
  
5.4.2. Prueba dinámica de vibración torsional con accionamiento del freno 
magnético  
 
Las pruebas experimentales de accionamiento del freno magnético para 
inducir vibración torsional se ejecutan en condición de estado estable del 
rotor, a una frecuencia de 30 Hz y disminuyendo esta frecuencia en 5 ó 10 
Hz hasta alcanzar 10 HZ de frecuencia de salida en el variador. 
En la primera prueba a 30 Hz se evidenció que el rotor se frenó totalmente 
al variar de forma controlada la tensión de salida del freno magnético 
(hasta 40 en el controlador TCS-200), y no se evidenció deformación angular 
por medio de los Encoders. En la gráfica de torque (Figura 5-33) se aprecia 
como el motor paso de ejercer un 32% de torque de salida sin accionar el 
freno magnético hasta un 171% del torque nominal, el consumo de corriente 
paso de 1.9 A a 6.8 A (oscilando con tendencia a aumentar), y la potencia 
de salida del motor eléctrico paso del 16% al 88% de su potencia nominal. 
En la prueba se apreció que el variador de velocidad se auto protege 
intentando ajustar su relación voltios / Hz para permitir que el rotor siga 
operando. Al final, el eje se detuvo por accionamiento de la protección de 
sobre corriente (Ipico = 7.5 A).   
Figura 5-33. Curva torque vs rpm del rotor a 30 Hz con accionamiento de 
freno magnético (cambio de sensibilidad en el controlador TCS-200: 
30/36/40) 
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En la segunda prueba con el rotor girando a 20 Hz se registró una 
deformación angular de 0,021972 rads; incluso se alcanzaron niveles de 
deformación de 0,041 rads (Figura 5-34), producto de la variación de la 
sensibilidad del controlador del freno magnético (aumento del torque de 
carga) hasta un máximo de 40% en su tensión de salida.  
Figura 5-34. Deformación angular del rotor a 20 Hz con accionamiento del 
freno magnético.  
 
Durante la prueba a 20 Hz (baja velocidad) se evidenció (Ver Figura 5-35) 
que las deformaciones angulares registradas por cada encoder se ubicaron en 
el primer y segundo cuadrante del sistema coordenado (valores positivos).  
 
 
 
 
Figura 5-35. Ubicación en una gráfica XY de los ángulos de deformación 
angular registrados por cada Encoder del rotor, para 20 Hz con 
accionamiento del freno magnético 
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Respecto al torque nominal de salida del motor eléctrico se observa un 
cambio de 40.7% para una sensibilidad de 30, hasta un 112%, para una 
sensibilidad del freno magnético de 40; mientras que el consumo de 
corriente se incrementa de 2.1 A a 4.6 A y la potencia de salida (para 
20Hz) cambia del 14% al 39% de la potencia nominal (ver Figura 5-36).   
Figura 5-36. Curva torque vs rpm del rotor a 20 Hz con accionamiento de 
freno magnético (cambio de sensibilidad en el controlador TCS-200: 
30/36/40) 
 
En la tercera prueba a 15 Hz se evidenció en el rotor una deformación 
angular de 0,043945 rads (ver Figura 5-37), producto de la variación de la 
sensibilidad del controlador del freno magnético (aumento del torque de 
carga) hasta un máximo de 40% en su tensión de salida.  
 
 
Figura 5-37. Deformación angular del rotor a 15 Hz con accionamiento del 
freno magnético 
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En el torque de salida del motor eléctrico se observa (Ver Figura 5-38) un 
cambio del 50% del torque nominal (para una sensibilidad de 30) hasta un 
166.7% del torque nominal del motor, cuando se incrementa la sensibilidad 
del freno magnético a 40 (mayor torque de carga); el consumo de corriente 
paso de 2.3 A, hasta 6.2 A y la potencia de salida (para 15Hz) paso del 13% 
al 43% de la potencia nominal.   
Figura 5-38. Curva torque vs rpm del rotor a 15 Hz con accionamiento de 
freno magnético (cambio de sensibilidad en el controlador TCS-200: 
30/36/40) 
 
La cuarta prueba permitió medir las condiciones de operación del rotor 
girando a una frecuencia de 10 Hz con el freno magnético energizado. 
Durante la prueba se registró en el rotor una deformación angular de la 
misma magnitud que la observada en la prueba a 15 Hz, equivalente a 0,0439 
rads, mientras que el torque de salida del motor eléctrico sufrió un cambio 
de 42.8 % respecto al torque nominal (para una sensibilidad de 30 en el 
TCS-200), hasta un 94% del torque nominal del motor, para una sensibilidad 
de 39 en el TCS-200. Por su parte, el consumo de corriente paso de 2.30 A 
hasta 3.7 A, y la potencia de salida paso del 7% al 16% de la potencia 
nominal.  
La única diferencia detectada en la deformación angular registrada por los 
Encoders entre las pruebas a 15 Hz y a 10 Hz, es que en esta última 
frecuencia a media que se incrementaba la carga, se experimentó alternancia 
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entre signos, positivos y negativos, de las deformaciones angulares 
registradas por los Encoders (ver Figura 5-39). 
Figura 5-39. Ubicación en gráfica XY de los ángulos de deformación angular 
registrados por cada encoder del rotor a 10 Hz con accionamiento del freno 
magnético (a máxima sensibilidad). 
 
Por último, se quiere mencionar que durante el desarrollo de las pruebas 
anteriormente descritas, se evaluó el fenómeno de vibración lateral del 
rotor con accionamiento del freno magnético. En cada frecuencia de giro del 
rotor con que se experimentó (30, 20, 15 y 10 Hz), se verificó que el 
incremento del torque de carga aumenta ligeramente las amplitudes de 
severidad de vibración lateral del rotor, respecto a los niveles sin 
accionamiento del freno magnético. Así mismo, la onda tiempo del rotor en 
cada frecuencia (ver Figura 5-40) se caracteriza por el truncamiento de la 
señal sinusoidal. Además, a nivel espectral (Ver Figura 5-41 y Figura 5-42) 
se amplifican los niveles de severidad de vibración y en el análisis de la 
órbita se observa que al aplicar el torque de carga y a medida que se 
incrementa su amplitud se genera una mayor restricción al giro del eje, lo 
cual se refleja en una distorsión de la forma semielíptica de la órbita.  
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5-40. Gráfica onda tiempo (cojinete lado acople); existe truncamiento 
en la amplitud de vibración lateral inducida por el fenómeno de vibración 
torsional 
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Figura 5-41. Espectro y órbita característicos del cojinete lado libre a 30 
Hz sin magnetizar el freno magnético 
 
 
 
 
 
Figura 5-42. Espectro y órbita característicos del cojinete lado libre a 30 
Hz al magnetizar el freno magnético 
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En el espectro a 30 Hz se visualiza un incremento leve de los niveles de 
severidad de vibración lateral producto de la carga radial en el cojinete 
inducidos por el fenómeno de vibración torsional al magnetizar el freno 
magnético.  
Se quiere anotar que no es factible experimentalmente alcanzar la primera 
velocidad crítica torsional del sistema. Lo anterior, producto a los 
criterios de rigidez y amortiguamiento con los cuales se construyó la 
instalación. Aunque, el análisis de los resultados de las pruebas con el 
freno magnético accionado, permite confirmar que la deformación angular del 
rotor varía proporcionalmente con la magnitud del torque externo. La mayor 
restricción en las pruebas de vibración torsional está asociada a la no 
disponibilidad de Encoders de mayor resolución y a un freno de partículas 
magnéticas que opere a altas velocidades, lo anterior debido al alto costo 
de estos elementos.   
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6. Conclusiones y Recomendaciones 
 
 El modelo teórico desarrollado cumple con las expectativas en cuanto a 
su nivel de exactitud y predicción del comportamiento rotodinámico de 
ejes multietapas asimétricos. Los resultados del modelo matemático 
para la determinación de las dos primeras velocidades críticas 
laterales se diferencian en -6.76% y -12.65% respectivamente, respecto 
a los resultados de las mediciones experimentales. Así mismo, el 
resultado del primer autovalor torsional determinado mediante el 
modelo teórico, se diferencia en 1.22% respecto al resultado alcanzado 
usando el procedimiento de Rayleigh. 
 
 Los autovalores del sistema (velocidades críticas laterales) 
encontrados mediante el modelo matemático y luego contrastados en la 
instalación experimental, son en un alto grado sensibles al desbalance 
inducido en el rotor. Un aumento en el grado de desbalance másico del 
rotor conlleva a que las frecuencias a las cuales se presentan las dos 
primeras velocidades críticas laterales del mismo se incrementen. Lo 
anterior se confirmó experimentalmente; por ejemplo en la primera 
prueba de desbalance inducido (adición de 6 g de desbalance másico a 
la primera etapa del rotor), reflejándose en un cambio en las dos 
primeras velocidades críticas laterales del sistema, las cuales 
pasaron de 42.89 Hz y 85.6 Hz a 68.73 Hz y 227 Hz respectivamente. 
Estos resultados experimentales se deben al incremento de la magnitud 
de las fuerzas inerciales y la variación de las fases en las cuales 
ocurren, lo cual modifica la forma en que se deflecta el rotor, 
cambiando su respuesta vibracional. Esta condición está en línea con 
los resultados de la investigación de este fenómeno realizada por 
Chun, Yue-hua y Shi-xi [45]. 
 
 Experimentalmente se corrobora que el rotor al pasar por una velocidad 
crítica lateral incrementa drásticamente los niveles de severidad de 
vibración. Por ejemplo, para el caso de la primera velocidad crítica 
se registró un incremento de 2.5 veces en la amplitud de severidad de 
la vibración; mientras que para la segunda velocidad crítica el 
incremento fue 3.6 veces la amplitud de severidad de vibración lateral 
respecto a su condición nominal de operación. 
 
 Los resultados del modelo matemático confirman que las velocidades 
críticas laterales y torsionales del rotor son fundamentalmente 
sensibles a las variaciones de los parámetros de rigidez y 
amortiguamiento del sistema. Para el caso de vibración lateral, un 
decremento en el 50% de los parámetros de amortiguamiento de los 
cojinetes implican que las nuevas frecuencias en las que aparecen la 
primera y segunda velocidad crítica lateral aumentan en un 20.7% y 
10.5% respectivamente, respecto de las frecuencias calculadas antes de 
la modificación del parámetro de rigidez. Para el caso de vibración 
torsional un decremento del 50% en el parámetro de amortiguamiento de 
los cojinetes implica que la nueva frecuencia en la que aparece la 
primera velocidad crítica torsional aumenta en un 2.4% respecto de la 
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primera frecuencia crítica del rotor determinada antes de la 
modificación del parámetro de amortiguamiento. Los resultados 
alcanzados ocurren debido a que los parámetros de amortiguamiento de 
los cojinetes dependen directamente de la relación de excentricidad 
entre el muñón y los cojinetes, siendo esta última función del espesor 
mínimo de película lubricante. A menor amortiguamiento en los 
cojinetes, menor espesor mínimo de película lubricante y por ende 
mayor excentricidad entre muñón y cojinetes. La posición límite se 
alcanza cuando       es decir cuando el eje entra en contacto físico 
(metal-metal) con el cojinete de deslizamiento. Esto último es una 
condición que se presento en el desarrollo de las pruebas 
experimentales generando un efecto dinámico nocivo en el rotor. De 
igual forma, las velocidades críticas laterales de rotor cambian dado 
que son función de los parámetros de rigidez y amortiguamiento que se 
modificaron al disminuir la viscosidad del aceite lubricante.  
 
 La instalación experimental diseñada y fabricada permite evaluar con 
precisión el fenómeno de vibración lateral y determinar las primeras 
dos velocidades críticas laterales del sistema, incluyendo varios de 
los efectos del desbalance másico inducido en el rotor. Para el caso 
del fenómeno de vibración torsional, la instalación experimental 
permite evaluar con precisión el fenómeno torsional, pero presenta 
limitaciones para la visualización experimental de las velocidades 
críticas torsionales particulares del rotor en estudio. Se resalta que 
en las instituciones académicas colombianas no existe un banco 
experimental de rotodinámica tan completo y moderno como este.  
 
 El rotor multietapas diseñado y construido satisface los criterios de 
estabilidad rotodinámica lateral y torsional establecidos en los 
estándares API-610 e ISO 10816; considerando el nivel de 
amortiguamiento y el decremento logarítmico de las amplitudes de 
vibración arrojadas por el modelo matemático. Esto fue validado 
también por vía experimental mediante el análisis de niveles de 
severidad de vibración en las gráficas de onda tiempo, gráfico de 
órbita, espectro y gráfico de deformaciones angulares. 
 
 Para el estudio del fenómeno de vibración torsional se recomienda para 
trabajos futuros considerar un mayor grado de asimetría dimensional en 
el rotor, con el fin de evaluar el efecto dinámico de la distribución 
de la masa en las diferentes secciones del eje.  
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A.  Anexo: Modelamiento en ANSYS de las formas modales 
del rotor diseñado 
 
Gráfica de la 1a Forma Modal del Rotor Multietapas. 
 
 
Gráfica de la 2ª Forma Modal del Rotor Multietapas. 
 
Gráfica de la 3ª Forma Modal del Rotor Multietapas. 
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B.  Anexo: Modelamiento en ANSYS de la Base del Freno 
de Partículas Magnéticas 
Gráfica de Resistencia Mecánica para la Base del Freno de Partículas 
Magnéticas sometido a un Torque de 5 lb-in. 
 
Gráfica de Resistencia Mecánica para la Base del Freno de Partículas 
Magnéticas sometido a un Torque de 30 lb-in. 
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